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UNIDAD Algebra: FUNCIONES
TEMATICA
EJE TEMATICO Algebra: FUNCION LINEAL Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES %
TEMAS CLAVES |Algebra: Funcién: Concepto, elementos y representacion. Funcion lineal y afin.

ecuaciones. Problemas de Aplicacion.

Ecuacion de la recta. Rectas Paralelas y Perpendiculares. Resolucion de sistemas de %
COMPETENCIA  |Competencia General: %

e ldentifico relaciones entre propiedades de las graficas y propiedades de las ecuaciones
algebraicas.

e Identifico diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales. =
Competencia Especifica: %
e ldentifica la relacion entre los cambios en los parametros de las representaciones algebraicas =]
de la funcion lineal y los cambios en las gréaficas que la representa %
PARA e Identifica las caracteristicas de la grafica de una funcién lineal y
APRENDER diversos métodos o caminos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales.
PARA HACER e Deduce la ecuacion matematica de la recta a partir de diferentes %
criterios (tablas, grafico, punto-pendiente, dos puntos).
DESEMPENOS e Aplicalos diferentes métodos de solucidn de ecuaciones lineales paral =
resolver problemas. %
PARA SER Evidencia responsabilidad en la entrega de las actividades académicas
propuestas. %
PARA Participa activa y respetuosamente en las diferentes actividades de
CONVIVIR clase. %
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1. FASE DE ENTRADA ] =

Desarrollar las actividades propuestas en esta guia. Tener en cuenta colocar las fechas, los
titulos de los temas y de las actividades de acuerdo al orden dado en la presente guia de
trabajo. El texto escribirlo con esfero y los ejercicios realizarlos con lapiz por si se deben
corregir. Realizar una buena distribucion del espacio en las hojas de trabajo. Escribir con letra
clara y legible. Las hojas deben estar numeradas. =

INTENSIDAD HORARIA SEMANAL DE ACOMPANAMIENTO DEL DOCENTE: 4 HORAS DE 60
MINUTOS POR CURSO.

FECHA DE REALIZACION Y ENTREGA: ACTIVIDADES SEMANALES DE ACUERDO AL HORARIO =
ESTABLECIDO POR EL DOCENTE Y LA INSTITUCION. %

En la siguiente tabla se relacionan las actividades a desarrollar en la presente guia. Tener en cuenta
los titulos de cada referente conceptual a trabajar semana a semana. Adicional a esto, como material
de apoyo, se anexan al final de la guia los links de videos explicativos.

SEMANA(S) REFERENTES ACTIVIDADES PAGINA %
CONCEPTUALES
Algebra
1 Concepto, elementos y Actividad 1 6
representacion de las funciones =
Crecimiento y funciones simétricas Actividad 2 10 %
=
3 Funcion Lineal y Afin Actividad 3 13 %
4 Ecuacioén de la Recta Actividad 4 18
5 Rectas Paralelas y Perpendiculares Actividad 5 21
6 Resolucion  de sistemas de Actividad 6 26 %
ecuaciones: Meétodo grafico y por =
sustitucion
7 Resolucion de sistemas de Actividad 7 33
ecuaciones: Método por igualacion,
por reducciébn y por regla de
Cramer.
8 Resolucion de problemas mediante Actividad 8 38
sistemas de ecuaciones lineales.
ACTIVIDADES DE NIVELACION Y AUTOEVALUACION Y 39
9y 10 REFUERZO COEVALUACION. %
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[ 2. FASE DE ELABORACION ]

Algebra CONCEPTO DE FUNCION: ELEMENTOS Y REPRESENTACION 2

Las funciones son reglas que relacionan los elementos de un conjunto con los elementos de un
segundo conjunto.

Cuando una magnitud depende de otra, se dice que esta en funcion de ésta. 2

Una funcion fes una relacion que asigna a los elementos de un primer conjunto (conjunto
inicial X) un elemento de un segundo conjunto (conjunto final Y). A cada elemento de Xle
corresponde, un y solo un elemento de Y.

PR 5 Y =
z +— y= f(z) %

El elemento x del primer conjunto es la variable independiente. Es un valor que se fija previamente. %
La letra y es la variable dependiente y corresponde a los elementos del conjunto final. Esta variable

depende del valor de la variable independiente x. %
A f(x) se le denomina imagen de X, mientras que a x se le llama antiimagen de f(x). 5

Una funcion podria ser hacer corresponder a cada numero x el doble de dicho %
numero (2x).

f: X — Y
r — y=2z

%
Determinar cudles de las siguientes correspondencias son funciones y cuales no. %
SiA={0,1,2,4}yB ={1,2,3,5}
f g h i %
), e, 3 | A—" —aB A—"" B A-—" B %
1

\
2

= ]
[\ o)

5

(O LS
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Las correspondencias fe i son funciones, porque en los dos casos a cada elemento de
A se le asigna un tnico nimero del conjunto B. Mientras, las correspondencias g y h
no son funciones, en la correspondencia g el elemento 2 de A tiene dos iméagenes, y
en la correspondencia h, el elemento 4 de A no tiene imagen. =

e Elementos de una funcion:
a. Dominio de la funcién: E1 dominio de una funcion fes el subconjunto Dom f (o D) de elementos

que tienen imagen. Es decir, el conjunto de elementos x de la variable independiente X que
tienen imagen en Y. También se le llama campo de existencia de la funcion. =

b. Recorrido de la funcién: El recorrido de una funcion fes el conjunto Im f (o Rec f] de todos los %
elementos que toma la variable dependiente. Es decir, el conjunto de todas las imagenes que se
obtienen realmente a partir de la funcion f. %

También se le llama rango de una funciéon o conjunto de llegada. =

todos los elementos del codominio sean necesariamente imagenes (es decir, que pertenezcan 2
necesariamente al rango de f. %
Y

Formalmente se define el recorrido de una funcion como: %
Imf={yeY |3ze X, f(zx)=y}

d._Grafo: es el conjunto formado por todas las parejas ordenadas (X, y) en las cuales la primera
componente es un elemento del dominio y la segunda componente es un elemento del rango. Esto %

es {(x, y)/x, f(x)}.

g
é
E
E
[
E c. El codominio es el conjunto de valores sobre los que se ha definido la funcion f, aunque no %
E

[
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Una muestra de oxigeno ocupa un volumen de 15
litros a la presién normal de 1 atmésfera. La rela-
cién entre la presion y el volumen se¢ muestra en la

Describir los elementos de la funcién volumen en tér-
minos de la presidn.

siguiente tabla.

P (atm) 1 2 3 5
V(L) 15 7,5 5 3

en la funcién g: x — y, se tiene que:

Dom g = {3, 4, 6}
Cod g = {6, 8,11, 12, 14}
Ran g = {6, 8, 12}

Grafo de g = {(3, 6), (4, 8), (6, 12)}

e Representacion de una funcion:

L5 Grafo =

Los elementos de la funcidén fson:
Dom f={1,2, 3,5, 10}

Cod f={13,7,5, 3,3, 1,3}
Ran f= {15,7.5, 5, 3, 1,5}

Son fos eementos do P

Son s elementos de K

Son los elernentos del conjunto

g2 imégenes.
{(1, 15), (2, 7,5), (3, 3),(5, 3),(10, 1,5)}

San los elesnentas del co

A pesar de que existan diferentes formas de representar funciones, debemos tener en cuenta
que si hablamos de la misma funcion, no se alterara por mucho que cambie la forma en que se

describa.

a. Representacion verbal: Las funciones se
pueden expresar de forma verbal, de forma
que se nos presenta como un texto en el que
se expresa una descripcion de la funcion en
palabras de forma detallada. Esta forma
describe la relacion en lenguaje literal de
forma muy detallada para que se pueda
entender y escribir.

b. Representacion numérica (Tabla de
valores): Para representar una funcion de
forma numérica precisamos una tabla de
valores en las que, a cada valor de x, vemos
que le corresponde uno de y. A la izquierda
solemos encontrar nimero naturales y en la
derecha la proyeccion del valor que le damos
a x, aunque podemos poner cualquier valor
que necesitemos.

X y
2 4.5
1 9
0 3
1 |15
2 |o

1 8 A

c. Representacion algebraica (Formula): Si
queremos representar las funciones de
forma algebraica debemos explicar en qué
consiste la funcién con una ecuacion explicita
que explique la relacion que existe entre las
dos magnitudes (x, y). De esta forma, podemos
conocer las propiedades caracteristicas de la

funcion.
y=mx+b

d. Representacion visual (Grafica):
La forma visual de las funciones es la que se
presenta mediante una grafica en el eje
cartesiano. Existen varios tipos de funciones
y sus graficas, que poseen diferentes
propiedades segun las caracteristicas que

poseen.
f'(x7
A

wurta 2 las pareias i vl

5

5

%
B
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1. La presion dinimica del aire depende de la velo-
cidad y la densidad del aire, mediante la mtp‘n:ﬁﬁn
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valores para v son (), 1, 2 y 3 metros por segundo,

Para realizar la tabla de valores de la huncion g se

dererminan las imigc:'m::i de cada elemento por medio de
la formula §= ; pﬂl, asi:

g{i}]——;-ljl‘.-{t}}z—- 0

g1) =2 -1,2:(D)?= 0,6
g(2) =1 1,2:(0)2 = 2,4
g3 =1 1,2:(3)' = 5.4

2. Representar, por medio de una tabla de valores, y por
formula, la funcion g dada a partir de su representa-
cién en diagrama sagital.

Primero, se determina en qué conjuntos estd definida la
funcién g.

A={-2,0,2}y
B={—3,—2,—1,0,1}

E'ln‘nagﬁﬁca]aﬂmdﬁng.xip = 1,2 k.g.l’ma'}rlus

g A A A

Por tanto, la tabla de valores es:

v 0 1 i 2 i 7:7‘5|
q 0 (].6_ 2,4/ 5,4 =
La grifica de la funcién g es:
}‘
5
4
¥ =
2=
'.
T | | 1| 2%
=

Segundo, se ubican en la tabla de valores los elementos
de A en la primera fila y sus respectivas imidgenes en la

segunda fila.

Finalmente, la expresion algebraica de la funcion g se
determina por la relacion entre cada elemento de x y su
respectiva imagen.

Asi, la formula de la funcidn es g{x) = x2 — 3.

5
=
5
=

ACTIVIDAD 01

Apellidos

Nombres

Curso

Fecha

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CON LAS

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

o Determina cudles de las siguientes correspon-
dencias son funciones y cudles no. Justifica tu
respuesta. Si S = {a,b,c} y T = {1, 2, 3, 4}.
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b.
7N

d. {(-1,

a.

{3}

r

L ]

3 3

_., 1), (__

a.
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e Encuentra dominio, codominio, rango y grafo de
cada una de las siguientes funciones

W
<
"‘

M/'_\N

ol

$(-3)

6’3
s l)v (0, 0)’ (l» l): (2: 2)» (3' 3)» (4’ 4)}

o Escribe la tabla de valores asociada a cada funcién
representada en el plano cartesiano.

......

PP

RERE

B Encuentra la férmula que modela cada funcién.

x|2|13]14]|5
Y 15
3|—]|6|—
Y 2 2

g A A A

e Define cada una de las siguientes funciones me-
diante un diagrama cartesiano y una tabla de

valores. 5
a d.
f G
A B A—""—aB
1 2 5
,; 2 >
3 »4
4 5
=
b. e
h i %
A— =B A—apB

b 1
2
3
4
5
6
7
8

)

\ 1|
Uiy

W O\ O
)

63,1

o *64 o o o o

~94

3 69 12x

iz

a Para la formula de cada funcién, haz una tabla de
cuatro valores que pertenezcan al dominio de cada
funcién.

1
a. = —
y 2"
b. y=3x-2
C. y=4x

N
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Algebra FUNCIONES CRECIENTES, DECRECIENTES Y SIMETRICAS

e Crecimiento y decrecimiento de una funcion 5

El crecimiento y decrecimiento de una funciéon f se puede estudiar en un intervalo [a,b], en un
punto x o en todo el dominio.

La tasa de variacion indica como cambia una funcion al pasar de un punto a otro. Esta tasa
examina si la funcion crece o decrece en una region. 5

Y Y

decrecimiento E

crecimiento
f f %

Sean ay b dos elementos del dominio, tales que a < by formando el intervalo [a,b]:

Una funcion es creciente entre ay b si para cualquier par de puntos x1y x2 del intervalo tales =
que x1<x2, se cumple que fixi) < fixz). Es decir, es creciente en [a,b] si al aumentar la variable
independiente x, aumenta la variable dependiente y.

Y) Y =
flo)|---g-----=-------- / f flo)f %
crecey i
%‘redmiento
fla)| -~ : L

Una funcion es constante entre ay b si para
cualquier par de puntos x1 y x» del intervalo
tales que x1<xz, se cumple que f{xi) = fixz). Es
decir, es constante en [a,b] si al aumentar la
variable independiente x, la  variable
dependiente y no varia.

Una funcion es decreciente entre ay b si
para cualquier par de puntos x1y x del
intervalo tales que xi<xy, se cumple
que f{xi1) > flxe). Es decir, es decreciente en
[a,b] si al aumentar la  variable
independiente x, disminuye la variable Y
dependiente y.

y constante constante

fla)=f(b) - —— =

! f

1)

|

1

ﬁ

)

wf--

I A A A

|
|
|
|
:
crece x |
|
X1 X b ;

8 g A g A R
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En la funcion fix) = 2x* — 9x* + 12x — 3, cuando el valor de x pasade 1a 2,
la tasa de variacion se halla de la siguiente manera:

V1,2l =f) - fM)=TV[1.2]=1—-2= -1, =
Por tanto, la tasa de variacién de f(x) en el intervalo 1, 21 es —1.
» La funcion h(x) = 3x* — 1 es decreciente en el intervalo [—5, —2] porque
la tasa de variacion TV[—5, —2] = —63y —63 < 0.

» La funcion g(x) = x* + 2 es creciente en el intervalo [—4, —1] porque la =
tasa de variacion TV[—4, —1] = 1023y 1023 > 0.

La funcion f(x) = 2x* — 9x* + 12x — 3 es creciente en el intervalo [0, 1], pues

TV[0,1] =f(1) — fl0) =2 — (—=3) =5, %
e Simetria en una funcion: Funciones Pares e Impares %
Una funcion fes simétrica si al doblar su grafica por un eje de simetria ésta se superpone.
OY:Ejede f
:simetria
|
: Funcién %
: simétrica =
I
X 0X @
Existen dos tipos de simetrias: %
1. Funciones simétricas respecto al eje de ordenadas OY (también se llaman funciones

pares).
2. Funciones simétricas respecto al origen (también llamadas funciones impares).
3. Las funciones que no son simétricas son asimétricas.

e Funciones pares: Una funcion par es ¢ Funciones impares: Una funcion 5
una funcién simétrica respecto al eje impar es una funcién simétrica
de ordenadas OY. Es decir, si respecto al origen O. Si plegasemos la %
plegasemos la grafica por el eje de grafica por el eje de ordenadas (OY) y
ordenadas encima de la otra parte, la después de nuevo por el eje de abscisas
grafica se solaparia. (OX), la grafica se solaparia.

1
ov'Ejede f |1Ejede [
B Z I simetria
|simetria | Funcién
! Funcion | simétrica
simétrica : impar
par [ N~ 7] 2Eiede
|
|
|

:V En las funciones impares se cumple que %

Las funciones pares son las que cumplen que la imagen del opuesto de un elemento (-x) es
las imagenes del opuesto de un elemento (-x) la imagen opuesta de dicho elemento (x), es
y la imagen de este elemento (x) coinciden, es decir:

decir:

f(=z) = f(z) f(—z)=—f(z) %
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e Método de estudio de la simetria: Para estudiar la simetria debemos de estudiar cual es
la imagen de —x.

1. Sifl-x) = flx), entonces la funcion es par y simétrica respecto al eje de ordenadas OY. 5
2. Si por el contrario f{-x) = —f{x), entonces la funcion es impar y simétrica respecto al
origen O.

3. En el caso de que no se cumplan ninguna de las dos anteriores hipoétesis,
la funcién es asimétrica.

Sea la funcion fl-x) = x*-3x2. Vamos a estudiar la simetria de
la funcion evaluando f{-x).

fl=z) = (—z)' =3 (—z)* =2 = 32 = f(x)
Vemos que f{-x) = f{x), por lo que fes una funcién par. =
@ Ahora tenemos la funcion f{-x) = x3-4x. Analogamente, estudiamos la simetria: %

f(—z) = (—z)* -4 (—z) = -2 + 42 = — f(2) %

En este caso, f{-x) = —f{»), siendo la funcion simétrica impar. %

Por ultimo, ahora tenemos la funcion f{-x) = x3-4x2+3. Estudiemos
la simetria evaluando f{-x).

i

f(-z)=(—z)*—4-(—z)’+3=—2>—422+3
Entonces f(—z)# f(z) y [f(—x)# —f(2) %

No se cumplen ninguna de las dos condiciones, por lo tanto, la funciéon es asimétrica.

ACTIVIDAD 02

Apellidos Nombres
Curso Fecha

5
NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CON LAS %
RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

1. Teniendo en cuenta su gréfica, estudia la 2.Estudia la simetria de las siguientes fun-
funcién y = x2 en los intervalos [0; 0,5] y ciones, indicando en caso afirmativo de qué
[—0,5: 0]. tipo de simetria se trata.

a) ;Es creciente o decreciente? al flx) = x® — 4x b) hix] = 2 1
X —_—

b) ;Qué se puede afirmar del punto (0, 0)?
. g 4 dgld=2—x  djixl=1-x
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" f = 4 = = 3 — -
3.Para cada una de las funciones represen- ) = x - 2x gl = x* — 6x* + 9x — 8
tadas a continuacion, estudia: ik Y
al Los intervalos de crecimiento y decreci- 2 5
miento. o] 1 X
b] La simetria. 1t
o/\1 X
/ =

Sareie & FUNCION LINEAL Y AFIN

5

e Funcion Lineal
La formula de la funcion lineal es: y = m x donde m es la pendiente de la recta (grado de inclinacion). %
Estas rectas pasan siempre por el origen de coordenadas punto (O, 0). La ordenada en el origen n
es O.

y=2x,f(x)=y = —éx;y = 12x son funciones lineales. La m se denomina la %
constante de proporcionalidad.

La representacion grafica de una funcion lineal en el plano cartesiano es una linea recta no vertical
que pasa por el origen.

5

Realizar la representacion grafica de las siguientes funciones lineales: %

a y=3x

Se elabora la tabla de valores y luego, se ubican los puntos de la tabla en el plano
cartesiano y se unen con una linea recta, asi:

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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b. y=-2x @ Determinar si la relacién propuesta es 0 no es una funcién lineal.
Se construye la tabla de valores para la funcién y luego, se ubican los puntos en La longitud de la circunferencia en funcién del radio.
el plano cartesiano asi: La longitud de la circunferencia se puede expresar como:

(555 'y = IR ’4 C = 2mr, donde Ces la longitud de la circunferencia y r es el radio. =

' 3 Como la funcién de la longitud de la circunferencia se puede escribir de la forma

-2 4 } 2 C = mr, entonces, es una funcién lineal.
ElFa BEAE
0 0 —4-3-2-11\12 3 4x
1 -2 :ﬁ .
\2 | -4 =4 =

e Funcion Afin

Una funcion afin es aquella cuya expresion algebraica es del tipo y = mx + b, siendo my b niumeros
distintos de O. %
e Su grafica es una linea recta.
e El numero m es la constante de proporcionalidad.
e El numero b es el punto de corte de la recta con el eje Yen la coordenada (0,b).

la gréfica dela funcién y = 2x — 1
es una recta que corta al eje y en el punto (0, —1),

N W RN
{ R L R A L A

/| (0,—1)
2T
/ ‘/’_3 T
A;l’.’v’ ,_4‘-
4
ED
Lo 2
=
Una funcion afin siempre corta al eje Y en un punto. También, corta al eje X en un punto. %

El punto de corte con el eje Y es el punto de la recta que tiene la primera coordenada igual a O: %

(0,7(0))

El punto de corte con el eje X es el punto de la recta que tiene 00 en la segunda coordenada. Se
calcula igualando a 00 la funcién y resolviendo la ecuacion obtenida.

@ Hallar los puntos de corte de la grafica de la fun-

R AN A

cién y = %x — 6 con los ejes coordenados.

N
e

8 g A g A R
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Para el punto de corte con el eje x, (x, 0) se hace Asi, el punto (x, 0) = (4, 0), corte con el eje x.
' Para el punto de corte con el eje y, (0, y) se hace
Y= %x e 3
= Ex =6 =
— =
0= 5 X 6 Se remp/azay =0. y= %(O) -6 Se femp/azax =0
B :
6= 7x Sesumaé. y=-6 Se despeja y.
£ St Se despeja . Por‘tanto, (0, ») = (0, —6) es el punto de corte en =
el eje y.
@ Determinar en cada situacién si la funcién ex- c. Larelacion entre la cantidad de gaseosas y el
presada hace referencia a una funcion lineal o a precio en pesos, esta dado por la siguiente tabla.
una funcién afin. 5
a y=5-7x ca':s'::sige 1] 2| 3| 4]s5 W
Comolafunciény=>5— 7xtienelaformay=mx+b, 9
S, ——— Precio$ || 1.000]2.0003.000 | 40005000/
b. La relacién entre los grados Celsius y los Si 7 es la cantidad de gaseosas, entonces, el precio
grados Fahrenheit estd dada por la funcién que se debe pagar es p = 1.0007.
C= %(F —32). Por lo tanto, la funcién es lineal. %
La ecuacién C = i(F — 32) se puede expresar

9
comoC=iF—&.
9 9

Como la ecuacién tiene la forma y = mx + b, en- =
tonces, la funcién es afin.

ACTIVIDAD 03 %

Apellidos Nombres
Curso Fecha

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CON LAS %
=

1 ldentifica la constante de proporcionalidad 2.Indica si cada una de las siguientes funciones
de estas funciones lineales y represéntalas es lineal o no. Justifica tu respuesta.
graficamente. 5 s i il g s 58

4 ¥y y=x
al y = —x b]y=—;x cly=5x+1 d y= -2
c]y=§ d) y = mx el y =[x+ 1) fl y=3x+5)

I A e A e e e A A e A A A A A e A e A e A A A
. . A T
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3. Representa en un mismo plano cada fun-

cién afin con su respectiva funcién lineal
asociada. Calcula los puntos de corte con los ejes

coordenados.
1
al y=-8x——
4 2
2

bl y=—+=
d 3
3 3
cd y==x+=
4 2 4
d) y=-Lx+]
2

4 7

4, Grafica sobre un mismo plano cada grupo de
funciones. Luego, responde.

al flx) = 4x+ 5 b) flx) = 2x + 2
hix) = 4x + 3 hix) = =2x + 2
ix) = b4x — 2 ilx] =3x+ 2

;Qué diferencias hay entre las férmulas de
las funciones? ;Y entre sus graficas?

5.flx) = 4x + 9 representa la variacion del
capital inicial (en millones de pesos) de una
empresa con x anos de funcionamiento. Es
verdadero o falso que:

al La funcién no es lineal, porque 9y 4 son
ndmeros cuadrados.

b) El capital inicial fue de nueve millones.

g A A A

5

5

=

ECUACION DE LA LINEA RECTA %

e Pendiente de una recta %

La pendiente de una recta es su inclinacion. En una funcion lineal o afin corresponde a la constante %
de proporcionalidad (m). Tiene una forma muy especifica de medirse. Si se toma cualquier par de 5
puntos dentro de la recta y medimos cuanto necesitamos movernos en cada sentido, vertical y

horizontal, para llegar de uno a otro, el cociente de esas dos medidas (siempre el cambio vertical %
entre el cambio horizontal) es la pendiente de la recta. =]

Existe una formula para calcular la pendiente de una recta: %

Primer punto: (x,,y,)
Segundo punto: (x,, )

pendiente = m = S
X2 =X

Calcular la pendiente de la recta que pasa por los puntos A (3,1) y B (0,-1)

Se toman A y B, y se remplazan en la formula de la

pendiente.
m= Y2 N scuackin de la pendiente,
X2 X
v e bt A D R
3—0 3 3
Por tanto, la pendiente de la recta es % ;

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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Signo de la pendiente de una recta

El signo de la pendiente de una recta depende del angulo de la recta con respecto al eje x. De

acuerdo con esto se pueden presentar 4 casos: 5
Pendiente positiva Pendiente negativa
¥ :' ¥
F=mx+i FEIX T
X X
Cuando la recta es creciente (al Cuando la recta es decreciente (al
aumentar los wvalores de x aumentar los wvalores de x
aumentan los de vy), su disminuyen los de y), su pendiente
pendiente es positiva, en la es negativa, en la expresion
expresion analitica m>0 analitica m<0 5
- Ay y
Pendiente nula ' ‘
| Recta ascendente \| Recta descendente
¥ 0°<a<90° 90° < a < 180°

F=imxir m>0 m<0

S

| " { 3
71 T T T T X f T T 1 X
Cuando la recta es il 1 \ %

constante se dice gue
tien pendiente nula, en y y

la expresion analitica __ Recta horizontal Recta vertical E

m=0 a=0° a=90° %
m=0 m = oo

! i 5

.Halla la pendiente de la recta que pasa por los puntos (—4, 2) y (3, 2] y determina si es creciente, %
decreciente u horizontal. 5

” =X
Sean (x, y,) = (=4, 2) y [x,, ) = (3, 2). Al reemplazar los valores en la formula m = L %

X — X
tiene: m=u=0. 2 !
. 3—(—4)

Por tanto, la recta que pasa por los puntos (=4, 2] y (3, 2) es horizontal, pues la pendiente es cero.

e Ecuacion general de la recta

La ecuacion de la forma y = mx + b se llama ecuacion explicita de la recta. Esta forma esta derivada
de la ecuacion general de la recta.

La ecuacion general de la recta es una expresion de la forma Ax + By + C = 0, donde A, By C son
numeros reales.

Para calcular la ecuacion explicita a partir de la forma general se debe despejar y:

I A e A e e e A A e A A A A A e A e A e A A A
[ A T
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De la ecuacion general se puede despejar y para determinar la ecuacion explicita y asi
obtener el valor de la pendiente m y ¢l intercepto con el gje y.

Ax+ By + C= 0  FEwacion general de |z recta,

By=-Ax—C Se restan Axy C.
A C

AT B B

Por tanto, para la recta que tiene como ecuacion Ax + By + C = 0, la pendiente es

Sedespeja y.
. | =TI YL GO A
"=y el corte con el eje yes b = p > para B# .

Si la ecuacion de una recta estd dada en forma explicita, entonces, su forma general se
puede obtener con algunas operaciones algebraicas.

@ Encontrar la pendiente de la recta y el corte con el eje y de la recta cuya ecua-
cion general es 3x + 2y — 4 = 0.

Para encontrar la pendiente de la recta y el corte con el eje y se debe expresar la
ecuacion 3x + 2y — 4 = 0 en forma explicita. Asi:

Ix+2y—4=0
2y = —3x+4 Seresta 3xy se suma4.
y = —%x + 2 Se despejay y se simplifica.
En la ecuacién y = —%x + 2, se tiene que:

m = —% y el corte con el eje y es (0, 2).

@ Expresar la ecuacién y = %x = % en forma general.
- 7
= —x — —
YT 8" 6
5 7 Se eliminan los denominadores
2 e = ® — —  —_
rg=ie 4 =13 6 multiplicando por 12.
12y = 15x — 14 Se simplifica.
12y — 152+ 14 =10 Seresta ISxysesdma 14.
—15x+ 12y +4=0 Se organizan los términos.

Por lo tanto, la ecuacién general de la recta es —15x + 12y + 4 = 0 donde
A=-15B=12yC=4.

8 g A g A R

g A A A



g A A A

e Casos de calculo de la ecuacion de la recta

Casol: Cuando se conoce la pendiente y el intercepto (punto de corte) con el eje y

: =
En este caso, se reemplaza el valor de m y b en la ecuacion explicita y =mx + b
@ determinar la ecuacién de la recta que tiene pendiente —i— y que corta el eje yen —1.
=
,,,,,,, i
y=mx+b Ecuacién de la recta. 4+
) Se remplazan 1177
y= (—)x +{-=1) +Et =
3 los valores dem y b. al 7
y= L1 Se realizan operaciones. 5 % 3=
3 s
g
Por lo tanto, la ecuacién de la rectaes y = %x —1. Fran s e o j
La representacién gréfica de esta recta se obtiene ubicando b = —1 en el eje 3 %
luego, a partir de este punto y la pendiente de la recta, se puede hallar otro punto
desplazdndose 3 unidades en forma horizontal y 2 unidades en forma vertical. %
Caso 2: Cuando se conoce la pendiente y un punto =
La ecuacion de la recta expresada como y = mx + b, donde m representa la =
pendiente y b la interseccion de la recta con el eje y, se denomina ecuacion %
pendiente-intercepto o ecuacion de la recta.

La ecuacién de la recta, dados la pendiente y un punto (x,, y,) es:
¥ ¥ = mlx—x)
y es llamada ecuacion punto-pendiente.

Escribe la ecuacién de la recta que pasa por el punto (=1, 5) y tiene pendiente —2

y — 5= =2[x — [=1]] <—— Ecuacién punto-pendiente
y—5b==2x—-2
y=—2x+3 <«————— FEcuacién de la recta

Para representar la recta en el plano se ubica el punto (-1, 5) y como la
pendiente disminuye 2 unidades en y por cada unidad en x, se puede ubicar 2
el punto (0, 3] y trazar la recta como en la figura y

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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Caso 3: Cuando se conocen dos puntos

En este caso, primero se halla la pendiente mediante la férmula m = LA can

las coordenadas de los dos'puntos. = =
Luego, con la pendiente m y cualquiera de los puntos conocidos, se halla el valor

de b en la ecuacién y = mx + by se procede igual que en el caso anterior.

Establece la ecuacion de la recta que pasa por los puntos My N, de =
acuerdo con la figura

Y 5
N Los puntos dados son: M(=2, =3} y N(1, 3) y la pendiente de la recta
(1, 3] que pasa por ellos es:
_ 3-8 _
m —4 —
1 1={=2
, / i Retomando la ecuacion punto-pendiente y — y, = mlx — x,), y reem-
/0 1' X  plazando en ella el valor de my el punto N1, 3), se tiene: %
3 y—3=2x-1  <«—— Ecuacién punto-pendiente
(g 23] y=3==%2%~12 %
M y=2x+1 <«————— Ecuacion de la recta 5
=
ACTIVIDAD 04 %
Apellidos Nombres
Curso Fecha

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CON LAS

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS. %
=
a Enc1.1en.t et — .exp11C1ta d.e A - de e Encuentra la ecuacion explicita de la recta, dadas
las siguiente rectas. Indica la pendiente y el inter- Tas siguientes condicionss
cepto. Determinar la ecuacion general en cada caso. Belemiihar s sctation gene;al Sh CEEECEEG: %
a. y=4x—1 . 5—2x=4
4 g ly a. Pasa por (3, 1) y la pendiente es —3.
b. 3y=2x—6 h. 8—x=?y b. Pasa por (—1, —5)y (3, 6). %
c. dx—y=8 i 3x—dy=7 c. Pasa por (—3,35) y la pendiente es 2.
d 7x+2y=10 joox—1=2y . & Pasapor (“? 1) y5:4).
e. —y=-2+x% k. 4x+6y=3 e. Pasa por el punto (2, 4) y es paralela al eje x.
f. Pasa por (—5, 4) y su intercepto con el eje y es
37767 s’ ¢ 2 .

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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e Escribe las coordenadas de dos puntos que perte- b. d
nezcan a la grafica de cada recta. Luego, encuentra 5 7T
la ecuacién explicita de la recta. 4 3 =
Determinar la ecuacion general en cada caso. 3 2
2 1
a. ci 1 . |
¥, y , : o, —4-3 —2—11 1 2x
8 6 1123 453 i
6 4 — 'S — —_2 — WIS
4 2 —2 —3 2
; 862 | 2 4% 1 4
—4-2 | 2 46 8% |
2 4
—4 )
—6 -8 %
4. Analiza la informacion de la Figura . Luego, res- 5. Una empresa de turismo ha observado que cuan-
ponde la pregunta. do el precio de un viaje es de $ 15000 se venden %
40 asientos, pero si el precio sube a $ 18000 las
¥ ventas bajan a 30 asientos.
/\D (1,5 a. Encuentra la ecuacion de la recta que repre-
// \ senta la situacion y dibuja su grafica.
gl \ b. Realiza la gréfica de la funcién.
\n ol 5

Determina el precio del pasaje si la venta sube a
56 asientos.

\ o] 1

e =

8(-2, —4)

;Cudles son las ecuaciones de las rectas que contie-
nen los lados del cuadrilatero ABCD?

=
RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES %

Dadas dos rectas diferentes en el plano cartesiano, se pueden presentar tres situaciones: las rectas %
son paralelas, las rectas son perpendiculares o las rectas son secantes.

e Rectas Paralelas

Dos rectas son paralelas cuando no se cortan. Esto ocurre cuando las rectas tienen la misma
pendiente.

Se cumple que m; = m,
Siendo m,, m, las pendientes de las rectas paralelas

I A e A e e e A A e A A A A A e A e A e A A A
B\~
>
[ A T
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@ Por ejemplo, las rectas /;: y = %x =8 3+

L:y= %x + 2 son paralelas porque al relacionar

sus pendientes se tiene:

w

Enl:y= %x — 1 la pendiente es m, = i

Enl:y= %x + 2 la pendiente es m, = %

Halla la ecuacion de la recta que contiene el punto (1, 2) y que es paralela a la recta cuya ecuacién

eSsy==x+8
La pendiente de la recta que se pide debe ser igual a la pendiente de y = %x+ 8, ya que son pa-
ralelas, es decir, m = F Como uno de los puntos de la recta es (1, 2), utilizamos la ecuacién punto %

b

pendiente.
y=y=m(x—x) = y-— 2—%( -1) %
2, 2 el X =B, 8
PP g T ¥ gte = ISR %

e Rectas Perpendiculares %

g

é

E

E

E Dos rectas son perpendiculares cuando se cortan formando un angulo recto (angulo de 90°).Esto

= ocurre cuando la pendiente de una de las rectas es el opuesto del inverso de la otra. Es decir, si la =
E pendiente de una de las rectas es m, la otra debe ser —1/m. %
= L =
E Se cumple que m; = —— %
E

mj

Siendo m,, m, las pendientes de las rectas perpendiculares

Por ejemplo, lasrectasl:y =2x+ 1y L: y = —%x +3

son perpendiculares porque:

Enl;:y = 2x + 1la pendiente es m, = 2.

s i, AT N
2 2 / |
ml°m2=(2)-(—L)=—1 ' ] [
Como el producto de las pendientes es — 1, entonces, las rectas son perpendiculares
como se muestra en la figura.

Halla la ecuacién de la recta que contiene el punto (2, 5) y es perpendiculara y = 2x + 3.

EnlL:y= —Llx+31a pendiente es m,

La pendiente de y = 2x + 3 es m = 2y como las rectas son perpendiculares, entonces la pendiente
de la recta que se pide es m, = —-—;— . Se utiliza la ecuacién punto pendiente con x, = 2, y, = 5, para
encontrar la ecuacién de la recta perpendicular:

1 1
y—yl=m(x—x1)=>y—5=—§(x—2)=>y=—§x+6

I A A A
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¢ Rectas Secantes:

Dos rectas son secantes cuando se cortan en un Unico punto sin formar un angulo recto.

=
Por ejemplo, lasrectas y = x + 4y y = —%x +1
@ no son ni paralelas, ni perpendiculares y se cortan
en el punto (—2, 2), por lo tanto, son secantes, como
se muestra en la figura. 5
5
ACTIVIDAD 05 %
Apellidos Nombres
Curso Fecha %

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CON LAS %

pa—)

En cada caso halla la ecuacién de la recta que es paralela 3. Lla recta 3x+ my—6 =0 pasa por el punto (3, 2) y es %

a la recta indicada y que contiene el punto dado. paralela a la recta nx + 2y = 12. Calcula m y «.
a y=2+5 (6,8) 4. Halla la ecuacion de la recta que pasa por (=3, 2) y es =
e <_%)x +9 (-1, 0) paralela a la recta que pasa por (0, —2) y (5, 4). %
1 5. Escribe dos ecuaciones de rectas paralelas que tengan =
¢ w+wy-5=0 (8- . %
. 2 pendiente cero.
t. 9= 1 5, 9) 6. Halla la ecuacién de la recta que satisface las condiciones
2. En cada caso halla la ecuacién de la recta que es perpen- siguientes:
dicular a la recta indicada y que contiene el punto dado. a m=-3yb=-2
a 20+3%=4223 c d+3y-5=0; (0,3) b. Pasa por (3, 5) y (2,5 5
b yabe- 2 lLa) A" yesgleEE L ) c. Paralela al eje x y ordenada al origen —4.
d. Paralela al ejeyyx =3.

RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES: METODO GRAFICO Y POR SUSTITUCION %

e Definicion de un Sistema de Ecuaciones Lineales

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, X e y, se expresa como:

ax + by =c
ax + bPy=c

I e e e e A A A A A e A e e A A e A ]
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donde a, b, a' y b' son numeros reales llamados coeficientes de las incognitas, y donde c y ¢c' son
también numeros reales llamados términos independientes.

Llamamos solucion del sistema anterior, a un par de valores, uno para x y otro para y que 5
verifican o satisfacen las dos ecuaciones del sistema.

Dos sistemas de ecuaciones se dice que son equivalentes si ambos tienen la misma solucion.
e Clasificacion de los sistemas de ecuaciones

Los sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas, los vamos a clasificar, dependiendo del nimero
de soluciones en:

INCOMPATIBLES: Si no tienen solucion.

COMPATIBLES: Si tienen solucion, en cuyo caso se clasifican en: =
Determinado: si su solucién es Unica. %
Indeterminado: si tiene infinitas soluciones. %

La interpretacion grafica de esta clasificacion resulta bastante evidente pues la representacion de
cada ecuacion lineal se corresponde con una recta, de manera que: %

e Cuando el sistema sea incompatible (no tenga solucion), entonces las dos rectas seran
paralelas (no tienen ninguin punto en comun).

r+y = 3
20+ 2y = 2

Este sistema no tiene solucion puesto que graficamente no tiene punto de corte entre las rectas.

e Cuando el sistema sea compatible determinado (tenga una Unica solucion), entonces las
rectas seran secantes (se cortan en un solo punto).

é
»
= .
=
:
g
:
=
E
i
:
:
:
:
:
:
:
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Jx — 4y —6 2edy=16
20 +4y = 16

5
. . L. » @5

Este sistema tiene una Unica solucion puesto que

graficamente tiene punto de corte entre las rectasen 5=, 1 1 I

(2,3) |

-4y =6 E
e Cuando el sistema sea compatible indeterminado (tenga infinitas soluciones), entonces las

rectas seran coincidentes (se cortan en infinitos puntos). 5

r+y = 1
20+ 2y = 2

Este sistema tiene maultiples soluciones puesto que . _ . - _ _ . %
graficamente una recta se sobrepone sobre la otra. ' oo : 4 %

+2y=2 ;l

e Métodos de Solucion de sistemas de ecuaciones (2x2) -

1. METODO GRAFICO

Resolver un sistema de ecuaciones lineales por el método grafico consiste en representar las
ecuaciones de las rectas que conforman el sistema y determinar el punto en que se interceptan. E1
punto de corte (%, y) se denomina punto soluciéon del sistema. Para los casos en los que no se pueda

determinar el punto de intercepcion se debe tener en cuenta los criterios de interpretacion grafica
enunciados en el apartado anterior.

Resolver graficamente el siguiente sistema de ecuaciones: Vv — 2x =0
y+x=3

Lo primero que hacemos es despejar la y en ambas ecuaciones.

Primera ecuacion: Yy — 2x =0 - Segunda ecuacion: Y + X = 3 -

y = 2x y=3—-x

Ahora vamos a calcular unos cuantos puntos de las dos funciones para representarlas.

I A A A
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Utilizaremos x =0y x = 2.

Para la primera ecuacion tenemos la tabla:

Para la segunda ecuacion tenemos la tabla:

Ahora representamos los puntos de cada tabla uniéndolos:

La solucion del sistema es el punto donde las graficas se cortan:

x=1
b=

x | y=2x | Punto
0 0 (0,0)
2 4 (2,4)
x |y=3—x|Punto
0 3 (0,3)
2 1 (2,1)

V=2X

@ Resolver graficamente el siguiente sistema de ecuaciones: {

En este problema vamos a dar valores a x y ay sin despejar la y. Calcularemos los puntos de corte

con los ejes dando los valores x =0ey = 0.

En la primera ecuacion, si x = 0, entonces:

En la segunda ecuacion, si x = 0, entonces:

9y —9=15-0 -
9y—-9=0 -
9

:—:1
Y =9

Para la primera funcion tenemos la tabla:

Y siy = 0, entonces:

3y —5x =3

g A A A

9y —9 = 15x 5

3:0—-5-x=3 -
—5x=3 —

3
x——g——U.ﬁ

Y siy = 0, entonces:

9:-0—9 =15x =
—9 =15x —

2. 0.6
x = == U

1 g g 0 A
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x |y | Punto x |y Punto
0 1 (0,1) 0 1 (0,1)
—0.6| 0 | (—0.6,0) —0.6| 0 | (—0.6,0) =

Para la segunda funcién tenemos la tabla:
Los dos puntos obtenidos para cada funcion son los iguales. Esto significa que las rectas se cortan
en dos puntos y, por tanto, las ecuaciones representan la misma recta. Recordad que la
interseccion entre dos rectas puede ser:

e un Unico punto,
e ningun punto (las rectas son paralelas) o
e infinitos puntos (se trata de la misma recta).

En este problema estamos en el segundo caso.
Por tanto, el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones.
La grafica de las rectas del sistema es el que se muestra en la figura.

1
(28]

2. METODOS ANALITICOS O ALGEBRAICOS

Solucion por Sustitucion: Si la solucion de un sistema no consta de nuiimeros naturales y =
pequenos, el método grafico no es practico. Se puede resolver un sistema por el método de %
sustitucion.

Este método consiste en hallar, en una de las ecuaciones dadas originalmente, el valor de una de
las incognitas en funcion de la otra. Luego, se sustituye este valor obtenido en la otra ecuacion
para obtener una ecuacion con una sola incégnita.

Procedimiento: Resuelve por sustitucion el siguiente sistema de
ecuaciones:
Paso 1.
Se elige cualquiera de las incégnitas - v =6
y se despeja en cualquiera de las QT — Y =
ecuaciones.
r+ 3y =10
Paso 2.
Se sustituye la expresién ) .
ohtenidasen: lactrarecute 8o 1. Despejamos una de las incégnitas en una de
. las dos ecuaciones. Elegimos la incognita que
b - tenga el coeficiente mas bajo.
Se resuelve la ecuacién resultante
Paso 4. r=10— 3!}

El valor obtenido se reemplaza en

la expresién del primer paso s e .. .
2 i ® 2. Sustituimos en la otra ecuacion la variable

Paso 5. X, por el valor anterior:
Solucién del sistema.

I A A A

%
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D {10 — 3',1;) — Y= 6 4. Sustituimos el valor obtenido en la
variable despejada:
3. Resolvemos la ecuacion obtenida:

. — . '—’.'I'Z]_U—SH
5(10— 3y) —y =6 Pl 4

. _a3 > o~ — 40 _ 33
50 — 15y —y =6 z =105 L= T
—16y =6 — 50 T =g
—lﬁy = —44 5. Solucion:
.y — —44 11 - T . — 11
Y= 47 Y= r=73 y=—7 14
6 ¥= 71 1 1 G
Resuelve por sustitucion el siguiente sistema de ecuaciones: X A3 5
2
2x o=
4 - =1
2
Quitamos denominadores: x+3y =10
S-Zxty =2

Operamos en la segunda ecuacion: {

Despejamos la x en la primera ecuacion: x =10 - 3y
Sustituimos en la segunda ecuacion y la resolvemos la ecuacion:

—2(10-3y)+y =6 > -20+6y +y =-6 — > Ty =14 — >y =2
Sustituimos el valor de y en la primera ecuacion: x = 10-3.2 — > x = 4

Solucion: x =4;y =2 o (4,2)

ACTIVIDAD 06

Apellidos

Nombres

Curso

Fecha

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CONLAS

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

1. Escribe el sistema de ecuaciones que
corresponde a cada grafica. Luego, indica el
tipo de solucion que tiene cada sistema a
partir de la grafica.
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a. [l;: m = 2, yintercepto b = 3
L, m =1, yintercepto b = 5

b. [1,: m = —1, y intercepto b = 2 =

L:m= i—,y intercepto b = 5

3. Resuelve por sustitucion los sistemas de
ecuaciones 'y verifica el resultado 5

/‘“/3'
b. e. graficamente.
T T 11 § 3}’} [T 11 af[2x+y=1 f (3x=2y-7
1. ‘ | | 1 ! ! ! ! - _
a ; HNEEEAEENEEE b.}]5%=6—23y 8 (10a+ 18b = —11
‘—;1/‘2/1/;3456x; it ‘:\234"2 {x+1=}' { =
ot ‘ 1 5a—4b=—7 == =g
+3 3N c.
— a—2p=-2
5 (
“ h d [ gy p—1 " %m—%n=2
iz.y j »\‘ ‘ :3_)/} x—)/2=2 {
1 1 =
- \ | e < i Lm—£n=6
| | | | x+ty 2 \ 4 3
~65—4-3-2-1_ A= NEEE —r
1] g o MR ES Sl r
T | T ~ 3 +3
* —3 b 4 ) M e( £ 1, s=—
;| T AN mtn _ _o 4 5
] m—n \
| | mbwdd _ 8 Sl
2. Escribe la ecuaciéon de cada par de rectas y ot g —1 . 4 \ =]
determina su soluciéon de forma grafica: \ )
. [4m+3n=28
8n —9m= —77

Al RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES: METODO POR
gebra IGUALACION, SUSTITUCION Y REGLA DE CRAMER
METODOS ANALITICOS O ALGEBRAICOS

e Solucion por Igualacion: El método de igualacion consiste en aislar una incégnita en las
dos ecuaciones para igualarlas. Este método es aconsejable cuando una misma incégnita es
facil de aislar en ambas ecuaciones.

Procedimiento:

Paso 1.

Se elige cualquiera de las
incégnitas y se despeja en

ambas ecuaciones.

Paso 2.

Se igualan las expresiones,
obfeniendo una ecuacion con cuolquiero de 'OS dOS expresiones del

una incoégnita.

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
|
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Paso 3. Paso 5.
Se resuelve la ecuacién Solucién del sistema.
resultante.

Paso 4.
El valor obtenido se reemplaza en

primer paso.

I A A A
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1. Aislamos una incognita en las dos
ecuaciones. Escogemos aislar la
incognita x:

{ xX—y=>5 _}{sz—I—y
x+2y=-1 x=-1-2y

2. Igualamos las expresiones. Como x = X,

podemos
obtenidas:

igualar las expresiones

S5+y=-1-2y

3. Resolvemos la ecuacion de primer

grado obtenida:

@ Resuelve por igualacion el siguiente sistema de ecuaciones:

1. Se elige cualquiera de las incognitas y
se despeja en ambas ecuaciones. En
este caso vamos a elegir despejar la
variable x, aunque también es valido
utilizar la otra variable.

Ecuacién 1

Ecuacién 2

2x + 3y = 20
2x = 20 - 3y x-2y =3
X=QO—3y X=3+QY

2

2. Se igualan las expresiones obtenidas

en el paso 1, obteniendo una ecuacion
con una incoégnita.

x+2y=-1

@ Resuelve por igualacion el siguiente sistema de ecuaciones: { x—y=>5

5+y=-1-2y-
2y+y=-1-5 -
3y = —6 -

6
y=-3 -
y=-2
4. Calculamos la otra incognita

sustituyendo. Sustituimos el valor de la
incognita y en alguna de Ilas
expresiones calculadas anteriormente
(la primera, por ejemplo):

x=5+y-
x=5-2->
x=3

5. La solucion del sistema es:

=3
{y=—2
[Qx+3y=20
L x-2y=3

3. Se resuelve la ecuacion resultante del
paso 2 despejando la incognita

20 - 3y =34+ 2
e D

20 - 3y = (3 + 2y
20 - 3y =@+

20 - 6 = 4y + 3y

14 = Ty
4=y
7

y =2

4. El1 valor obtenido en el paso 3 se
reemplaza en cualquiera de las dos
expresiones del paso 1. En este caso
elegimos la expresion obtenida del
despeje de la ecuacion 2:

g A A A
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y =
l 5. Solucioén del sistema:
X =3+ 2y
x =3+ 92(2) y =2 =
XxX=3+4 x =7

x
|
~

e Solucion por Reduccion: El método de reduccion consiste en realizar la sumatoria de
ambas ecuaciones con la finalidad de que alguna de las incognitas desaparezca en el
resultado de dicha operacion.

Procedimiento:
Paso 1. Paso 2.
Se preparan las ecuaciones Sumamos ambas ecuaciones
multiplicandolas por los nimeros que

convenga..
Paso 3. Paso 4.

Se resuelve la ecuacién resultante El valor obtenido se reemplaza en
cualquiera de las ecuaciones iniciales
Paso 5. y se resuelve.

Solucién del sistema.
S —dy = -6 %

Resuelve por reduccion el siguiente sistema de ecuaciones: 5
2+ dy =16

=
1. Eliminamos la x multiplicando la 3. Sustituimos el valor de y en cualquiera %
primera ecuacion por 2 y la segunda de las 2 ecuaciones iniciales, en este
por -3 caso la segunda.
S dy - -6 2 5 ‘> 2x +4.3=16
Y . {X "oy = ox + 12 = 16
2x +dy =16 —ZL 5 |"6x -12y = -48 oy - 4
¥ =2
2. A la ecuacién de arriba, le sumamos la 4. Solucion: x =2, v =3
ecuacion de abajo y resolvemos la
ecuacion.
fx” -8By =-12
6% -12y = 48

- 20y = -60 ¥ =3

Resuelve por reduccion el siguiente sistema de ecuaciones: 2z + 4y =10
r+3y="7T

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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1. Como ninguna de las variables tiene el
mismo coeficiente debemos de realizar

3. Despejamos y:

una multiplicacion. La segunda 0—2y=—4
ecuacion se debe multiplicar por -2: y = :_51 5
- . _ y =2
=2(x+3y=7) —=2r=06y==14
4. Sustituimos y en la primera o la
_ segunda ecuacion:
Ahora tenemos: 20 +4y = 10 _
—2r—6y=-—14 2x +4y =10 r+3y=1 5
20 +4(2) =10 r+3(2)=7
2. Como tenemos coeficientes iguales en Dy — 9 r=T7—6
una de las variables, podemos restar r=1 =1
las ecuaciones: '
2o+ 4y = 10 =
—2r—6y=—14
0—2y=-4
5. Solucion: r=1 y=2 %

e Solucion por Regla de Cramer: Para poder usar este método se deben tener en cuenta el %
concepto de matriz 2x2 y de determinante de una matriz 2x2.

Una matriz 2x2 no es mas que un arreglo de elementos que posee dos columnas y dos filas.

Matriz 2x2.
Dos filas y dos columnas

¢ al

Y un determinante de una matriz 2x2 consiste en restar el producto de las diagonales de la
matriz:

det[i’ z]=ad—bc

Veamos que si es la resta del producto de las diagonales:
det =
cd )
det =ad —|b

La regla de Cramer es una formula explicita para la soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales
con tantas ecuaciones como incognitas. La regla de Cramer es valida siempre que el sistema tenga
una solucion unica.

ad|— bc

I A A A
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Paso 1.
Se prepara la matriz de los
coeficientes y se halla el determinante

Paso 2.
Se prepara la matriz de la incégnita x
y se halla el determinante

1.

El namero de ecuaciones es igual al niumero de incognitas.
El determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.

Procedimiento:

sistema de ecuaciones:

Se prepara la matriz de los coeficientes
que acompanan a las incognitas y se
halla el determinante. Identificamos los
coeficientes de las incégnitas y
construimos la matriz M con ellos:

2x + 3y|= 20 Ecuacién]
X -2y|=3 Ecuacién 2

Matriz de los coeficientes.
X Y

=7 ]

Calculamos su determinante:

M| = (2)(=2) = (3)(1)
IM| = —4—-3=-7

2. Se prepara la matriz de la incégnita x,

y se halla el determinante. La matriz de
la incognita X es la misma matriz de
coeficientes con una diferencia. En
lugar de colocar los coeficientes de X,
se ubican los valores numeéricos
(constantes) que quedaron al otro lado
de las ecuaciones.

Paso 3.
Se prepara la matriz de la incégnita y
y se halla el determinante

Paso 4.
Hallamos el valor de las incégnitas

Paso 5.

Resuelve aplicando regla de Cramer el siguiente 2x + 3y = 20 Ecuaciénl %
X - Qy = 3 Ecuacién 2 %

2x + 3y =|20 Ecuacién 1
X - Qy =3 Ecuacién 2

Matriz de los coeficientes.
X Y
3
M = ]
X —2

My = :230 —5;]

g A A A

La regla de Cramer se aplica para resolver sistemas de ecuaciones lineales que cumplan las
siguientes condiciones:

Solucién del sistema. =3

Ya con esto tenemos la Matriz de X, y %

procedemos a calcular su determinante:
20 3
=15 )
3 =2

M| = (20)(=2) — (3)(3)
IM,| = —40 — 9 = —49

8 g A g A R
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3. De igual manera, se procede a plantear 4. Hallamos el valor de las incognitas.
la matriz de la incognita y, calculando
su determinante: El valor de X va a ser igual al determinante de

la matriz X dividido entre el determinante de 5
B la matriz de coeficientes. De la misma forma,
2x + 3y =|20| Ecuacion] se calcula el valor de Y.

X - Qy =3 Ecuacién 2

x = | | y = |M.',V|
Matriz de los coeficientes. M M
X vy IM] =
i L Para el sistema de ecuaciones del ejemplo,
M = [1 tendriamos:
5
_ Lo Ml —49
Myz[z 20 Sl T =7 T
L ]3F _|MJ,|_—14_2
M:[Z 20 1 Y=UMT T =7
y 1 3 | .
5. Solucioén: y =
[My| = (2)(3) = 20)(1)
M| =6—-20=-14 x =7

=
Resuelve aplicando regla de Cramer el siguiente sistema de B 7y = 12 %

ecuaciones: —5)( B 2\/ _ O

Primero se calcularan los tres determinantes asociados al sistema (el de los coeficientes, el de x y %

el de y): =

R _ 312 %
A:~3 7|:_41 A":rz 7|:-24 A :{ ::60

G 2 Y 1-5 0

Luego, se calculan los valores de las incognitas x, y como el cociente de cada determinante de las
incognitas y el de los coeficientes: %

A w8
T | A 4]

B (PYR:
Solucion: S_{(ﬁi'l'_m)}
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ACTIVIDAD 07

Apellidos

Nombres

Curso

Fecha

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CONLAS

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

[w—zz-—m
12w+3z=—8
3 4 12
2 3 6

9 —y =16
X b=

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]

1. Resuelve por igualacion los sistemas
de ecuaciones y verifica el resultado
por regla de Cramer.

Sa+2b=15
2a+b=5

{3s+4f=15

2s+t=5

+Z=6

w | x
SN

Ix—4y=4

2. Resuelve por reduccion los sistemas
de ecuaciones y verifica el resultado
por regla de Cramer.

2x— 5y =38
3y +7x =-—13
3% Sy =72
Ix —5y =22
J5x—4y=0
13x — 2y = 4
[2(x—y =
14(1=y) = 3x

3. Resuelve cada sistema por reduccion y
determina si su solucion grafica se

encuentra

entre

las opciones

presentadas. Justifica tu respuesta. En
caso que no se encuentre dibujarla.

ol
|

X +5y=1 3x +3y =10
bx +7y=3 3x—7y=20
By —T5p=-—30 RelY=——3
2x+3y=15 T 3xt+6y=-—9
Wb\ ’
&
1=l
; ; X
-3 ol 1
4
14
v
= —=
N
pi
:a.
Nt
& X
ol
33

g A A A
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4. Descubre el error en el proceso y justifica por qué los valores dados no corresponden a la

solucion de los sistemas.

g A A A

m=+4n=1 + 2y =
| m+4n =13 . x+2y=10 =
sm—=2n=19 2x + 4y =5
4n=13—7m 5m —2n =19 x=10—2 o= 2
2
13 —im 19 + 5m —
n= ; n= > 10—2y= 524y 20— HP=75 — 4y
13=7m _ 19+ 5m e s =
7 5 yt+d4y=5—20 y=-— 55
= B . 2E Remplazando para x, se tiene que:
Reemplazando para n, se tiene que: il 4(_ 2) 35 5
= 2 N 2
) %
pe— N 7)o
y 7 %
De este modo, m = — . yn= 2.
17 17
5. Teniendo en cuenta las ecuaciones x—y=1 Xt y=a %
indicadas en la figura: %
X—y=12 x+y =100
e Plantea dos sistemas de ecuaciones d 4
incompatibles. Justifica la eleccion de =
forma grafica. =2y +5=10 y—x= -3
e Plantea dos sistemas compatibles =
indeterminados. Justifica la eleccion B gl e Tl %
de forma gréafica. y . V=
e Plantea dos sistemas compatibles
determinados. Justifica la elecciéon 3x — 30y =15 x+3y=15
solucionando los sistemas de forma
grafica y verificando el resultado B
aplicando igualacion, reduccion y —8 + 20x = 40 y—x=1 %
regla de Cramer. =

RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE SISTEMAS DE ECUACIONES %

Es frecuente, que cuando se nos plantea un problema en un contexto "real" y se nos pide que
planteemos un sistema de ecuaciones que permita interpretar de forma algebraica la situacion
planteada o bien resolvamos el problema, nos parezca complejo traducir de un lenguaje natural a
uno simbodlico. Es por ello, que en este articulo te proponemos algunas estrategias y pasos a seguir
para facilitar esta conversion.
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1. Comprender el problema.

g A A A

Pasos para resolver un problema aplicando sistemas de ecuaciones lineales

2. Plantear el problema.

=

Leer detenidamente el enunciado. Pensar en las condiciones del problema y
Hacer un grafico o un esquema que refleje concebir un plan de accién,
las condiciones del problema. Elegir las operaciones y anotar el orden
Identificar los datos conocidos y las en que debes realizarlas.
incognitas. Expresar las condiciones del problema

mediante ecuaciones. 5

3. Resolver el problema. 4. Comprobar la solucion.

Resolver las operaciones en el orden Comprobar si hay mas de una solucion.
establecido. Comprobar que la solucién obtenida =
Resolver las ecuaciones o sistemas verifica la ecuacion o el sistema. %
resultantes de la fase 2. Comprobar que las soluciones son
Asegurarse de realizar correctamente las acordes con el enunciado y que se
operaciones, las ecuaciones y los sistemas. cumplen las condiciones de éste. %

Resolver el siguiente problema: En un examen de 20 preguntas la nota de Juan %
ha sido un 8. Si cada acierto vale un punto y cada error resta dos puntos,
écuantas preguntas ha acertado Juan?, ¢cuantas ha fallado?

Iniciemos por la primera fase. Una vez leido detenidamente el enunciado del problema y entendido %

éste, hay que tener claro qué es lo que se pregunta y como vamos a llamar a las incégnitas que

vamos a manejar en la resolucion del problema. =

Esta claro que las preguntas que hay que contestar son las del final del enunciado, es decir,
cuantas preguntas ha fallado y cuantas ha acertado Juan. Llamemos entonces x al nimero de
respuestas acertadas e y al de falladas.

En la segunda fase, hay que efectuar el planteamiento del problema. Atendiendo a las condiciones %
que nos propone el enunciado y a como hemos nombrado las incognitas, tendremos las siguientes =

ecuaciones:
El numero total de preguntas es 20, luego: x +y =20 %
La nota es un 8 y cada fallo resta dos puntos: x - 2y = 8 %
Ya tenemos el sistema planteado, por tanto, pasamos a la tercera fase, es decir, la resolucion del

sistema. Para ello, podemos utilizar cualquiera de los métodos vistos en las secciones anteriores.
Si aplicamos, por ejemplo, el método de sustitucion tendremos:

De la segunda ecuacidn: x =2y + 8 ;
sustituyendo en la primera:
2y + 8 + y =20 22 3y =12 22 y=12/3 2y =4 ;
sustituyendo en la ecuacién del principio: x = 16 %

decir, tal y como habiamos nombrado las incognitas, Juan ha acertado 16 preguntas y ha'fallado

Una vez halladas las soluciones del sistema, las traducimos a las condiciones del problema, es %
4. Podemos pasar pues a la cuarta fase que consiste en comprobar si la solucion es cors
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1.

base es el triple de su altura?

1. Establecemos las variables:

x = base delrectangulo
y —altura delrectangulo

2. Escribimos las ecuaciones:

2x + 2y =perimetro
3. Formamos el sistema, en la
primera ecuacion se establece la
relacion entre la base con la

altura y en la segunda el
perimetro

r = 3y

2r + 2y =16

cerdos y pavos hay?

Establecemos las variables:

T = numero de pavos
1y =numero de cerdos

. Escribimos las ecuaciones, en la

primera ecuacion relacionamos las
cabezas y en la segunda ecuacion las
patas:

x +y =08

2 4+ 4y = 168

. Resolvemos el sistema por reduccion,

multiplicando la primera ecuacién por
-2:

Si ha acertado 16 preguntas, Juan tendria en principio 16 puntos, pero, al haber fallado 4, le
restaran el doble de puntos, es decir 8. Por tanto, 16 - 8 = 8 que es la nota que, segiin el enunciado
del problema, ha obtenido. Luego se cumplen las condiciones del problema y la soluciéon hallada
es correcta y valida.

¢Cual es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16 cm y que su

4. Sustituimos el valor de x de la
primera ecuacion en la segunda
ecuacion, de modo que
calculamos el valor de y:

2(3y) + 2y = 16
8y = 16
y =2

5. Para hallar el wvalor de x
sustituimos en la primera
ecuacion:

z = 3(2)
xr =06

6. Respuesta: la base mide 6 cm y
la altura es 2 cm.

Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. ¢Cuantos

-2x - 2y = -116
2x + 4y = 168
2y = D2

y = 26

I,

4. Para hallar el valor de x sustituimos el

valor de y en la primera ecuacion:

x+ 26 = D8

x = 32
5. Respuesta: Hay 32 pavos 26
cerdos.

g A A A
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La cifra de las decenas de un numero de dos cifras es el doble de la cifra de las
unidades, y si a dicho numero le restamos 27 se obtiene el numero que resulta al

invertir el orden de sus cifras. ¢Cual es ese numero? 5
. Establecemos las variables: 5. Sustituimos el valor de y en la segunda
ecuacion:
& = cifradelasunidades -
y =cifradelas decenas 1022 + o — 27 =10 + 22
2. Representamos el numero: 6. Resolvemos la ecuacion: =
10z +y 200+ x — 120 =27
3. Representamos el nimero invertido: r =3 5
7. Calculamos el valor de y:
10y + x
y=2.3=6

4. Formamos el sistema:
8. Respuesta: El nimero buscado es 63.
D

(10y+x) —27= 102+ y %

=

Hace cuatro afios la edad de Cristina era el doble de la de Juliana. Dentro de 8 afios =
la edad de Juliana sera cinco octavos de la de Cristina. ¢Qué edad tienen
actualmente Cristina y Juliana? 5

Segn los datos del problema, si x es la edad actual de Cristina y y es la edad i (2}/ — 4 + 8) =y + 8 %
actual de Juliana, se tiene que:
x — 4 edad de Cristina hace 4 afios

10y + 20 = 8y + 64

y — 4 edad de Juliana hace 4 afos
x=4=20 -4 10y~ 8y =64—20 = =44 O

Ademas:
x + 8 edad de Cristina dentro de 8 afos

y + 8 edad de Juliana dentro de 8 afios De esta manera, y = 22 y x = 2y — 4. Por lo tanto, x = 40.

3 x+8)=(y+8) En conclusion, Cristina tiene 40 afios y Juliana tiene 22 afios.

Las condiciones planteadas en el problema forman el siguiente sistema de

ecuaciones lineales.
x—4=2(y—4)

%(x+8)=(y+8)
Por el método de sustitucion, se tiene que:
x=2(—4) +4 X=2y—8+4 X=2y—4

Ahorg, se reemplaza x en la segunda ecuacion y se tiene que:

é
E
:
:
:
g
:
=
E
i
:
:
:
:
:
:
:
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ACTIVIDAD 08

Apellidos

Nombres

Curso

Fecha

NOTA: TODAS LAS RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEBEN VENIR JUSTIFICADAS CONLAS

RESPECTIVAS OPERACIONES, PROCEDIMIENTOS O PROCESOS.

Método Grafico.
Sustitucion
Igualacion.
Reduccion.
Regla de Cramer.

o Un automovil que avanza a 70 km/h lleva una ven-
taja de 90 km a otro auto que avanza por una via
paralela a 110 km/h. ;Alcanza el segundo auto al
primero? Explica las razones.

o En una granja hay conejos y gansos que hacen un
total de 29 cabezas y 92 patas. ;Hay mds gansos que
conejos? Explica tu razonamiento.

O Las edades actuales de una mujer y su hijo son
49 afos y 25 anos. ;En algin momento el producto
de sus edades era 6407

o La suma de las tres cifras de un nimero capicta es
8. La suma de la cifra de las unidades y la de las cen-
tenas es igual a la de las decenas. Calcula el niimero.

0 La suma de las edades de un padre y su hija es 56
anos. Hace 10 afos, la edad del padre era el quin-
tuple de la edad que tenfa la hija. ;Cudl es la edad
actual de cada uno?

@ En un cajén de una papeleria guardan dos tipos de
boligrafos: hay cajas con doce boligrafos azules y ca-
jas con 16 boligrafos rojos. En total hay diez cajas
y 144 boligrafos. ;Cuantas cajas hay de cada clase?
Plantea las ecuaciones del sistema y resuélvelo por
tablas y por otro método.

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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Resolver los problemas aplicando sistemas de ecuaciones lineales. Hacer uso de un método para
solucionar el sistema planteado y de otro para verificar la solucion.

0 El perimetro de un triangulo isosceles mide 20 cm.
El lado desigual mide 4 cm menos que los lados
iguales. Calcula el drea de ese triangulo.

o Analiza si el siguiente problema tiene solucion. La
suma de dos nimeros es 14. Si se afiade 1 al mayor
se obtiene el doble del menor.

o Marfa y Bianca forman pareja para realizar el trabajo
en grupo que encargod la profesora de Biologfa sobre
los efectos de las drogas en el organismo.

Si hicieran el trabajo conjuntamente, tardarian dos
horas. Marfa, ella sola, emplearfa tres veces mas
tiempo que Bianca, también en solitario. ;Cuanto
tiempo tardarfa cada una de ellas por separado en
hacer el trabajo?

0 Sia uno de los lados de un cuadrado se le aumenta
su longitud en 5 cm y a su lado contiguo en 3 cm, el
area de la figura aumenta en 71 cm? Calcula el lado
del cuadrado.

m Una empresa de reciclado de papel mezcla pasta
de papel de baja calidad, que compra por $ 500 el
kilogramo, con pasta de mayor calidad, de $ 800,
para conseguir 50 kg de pasta de $ 620 el kilogramo.
;Cudntos kilogramos utiliza de cada tipo de pasta?

g A A A
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3. FASE DE SALIDA ]

3.1. HETEROEVALUACION: La valoracién del trabajo desarrollado en la presente guia se realizard de
la siguiente forma:

e Saber Hacer (50%): a. Elaboracion y entrega de las actividades propuestas.
b. Ejercicios de Prueba.
e Saber (25%): a. Prueba Bimestral
e Ser — Convivir (25%): a. Normas de Convivencia. =
b. Responsabilidad y Cumplimiento en la entrega de trabajos.
c. Seguimiento a las instrucciones dadas por el docente.
d. Autoevaluacién y Coevaluacion.

3.2 EVALUACION BIMESTRAL: Novena y Décima Semana del periodo. =
3.3 AUTOEVALUACION Y COEVALUACION: Novena y Décima Semana del Periodo %

Transcribir a hojas de block cuadriculado las siguientes tablas, marcar con una X en la casilla de
la valoracion correspondiente a los siguientes criterios y luego totalizar cada columna. Se debe
realizar con la maxima sinceridad:

1. Nunca (1.0) 2. Casi Nunca (2.0) 3. A veces (3.0) 4. Casi Siempre (4.0) 5. %
Siempre (5.0)

AUTOEVALUACION COMPONENTE HACER Y SER - CONVIVIR %

(La realiza el estudiante) 5

CRITERIO 1 2 3 4 5 %

1. Dedico el tiempo suficiente para la realizacion de =

actividades y preparacion de evaluaciones. %

2. Contribuyo con mi buen comportamiento y disposicion
al desarrollo de las clases.

3. Asumo con responsabilidad el desarrollo de las

actividades de casa (tareas) propuestas. Soy puntual en la

entrega de estas actividades de acuerdo con las fechas %
establecidas. =
4. Llevo mis apuntes, actividades y trabajos de forma clara

iy ordenada. Escribo fechas, titulos, parrafos, graficos teniendo

en cuenta buena letra y ortografia, uso de colores adecuados.

S. Asisto a clases justificando adecuadamente las fallas. Evito %
evadir o llegar tarde a clase.

6. Me esfuerzo por seguir adecuadamente las indicaciones dadas

por el docente para el buen desarrollo de las clases. Evito los

llamados de atencién. Cumplo con los protocolos de

bioseguridad.

7. Me preocupo por estar atento y realizar las actividades de

clase en forma diligente, haciendo uso eficiente del tiempo %
asignado para las mismas.

actividades. Mantengo aseada el aula de clase. Hago uso

8. Cuento con los materiales necesarios para el desarrollo de las %
adecuado del celular y otros dispositivos electrénicos.

I e A e e A A A A A A e e A A e A ]
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9. Demuestro interés y disposicién por aprender matematicas
dando aportes que faciliten el aprendizaje personal y del grupo.

10. Hago todo lo posible por superar mis dificultades académicas
v aprender los contenidos que me parecen dificiles. =
TOTALES
Firma Estudiante

3.4. TALLER DE NIVELACION Y REFUERZO: Se aplicara en la durante el periodo de acuerdo
a las actividades asignadas por el docente.

5

4. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ]
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maticas/ algebralineal/ sistemas/ problemas-de-
sistemas-de-ecuaciones. html
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maticas/ algebralineal/ sistemas/problemas-de-
sistemas-de-ecuaciones-9. html

8 g A g A R

5

-l
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Videos de Apoyo

SEMANA 1

https://www.youtube.com/watch?v=szSR6m62enY
https:/ /www.youtube.com/watch?v=i{9errfTohfQ

SEMANA 2

https:/ /www.youtube.com/watch?v=NHtXOV7XLOc

https://www.youtube.com /watch?v=UID9kTKo07c8&list=PLeySRPnY35dGfEuUNGbOmymhiQF40T

UIMb&index=18

SEMANA 3

https:/ /www.youtube.com/watch?v=sIDdVII-HV8
https://www.youtube.com/watch?v=V0n60--DusU

SEMANA 4

https://www.youtube.com/watch?v=xeZEITAyMOk

https:/ /www.youtube.com/watch?v=TkAWx26FhSOQ&list=PLeySRPnY35dE 1JAjLtnjoDTA5-
oWgbm2w&index=17

https:/ /www.youtube.com/watch?v=9Gwpz1EPzqc&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-
oWgbm2w&index=20

https:/ /www.youtube.com/watch?v=KEENQdOB5dI&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-
oWgbm2w&index=23

https:/ /www.youtube.com/watch?v=bo3JsAc9CbE&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-
oWgbm2w&index=26

SEMANA 5

https:/ /www.youtube.com/watch?v=7q5JYoOisHs

SEMANA 6

https:/ /www.youtube.com/watch?v=uZxjXPtSuBE
https:/ /www.youtube.com/watch?v=x1a02Y99Ngw
https:/ /www.youtube.com/watch?v=LOOQuX9RpEoM

SEMANA 7

https:/ /www.youtube.com/watch?v=apPX01ZnRhg&t=761s
https:/ /www.youtube.com/watch?v=p2AIFY1b9gk
https://www.youtube.com/watch?v=0ilTVp5uRz8

https:/ /www.youtube.com/watch?v={ZIk90KQo06s&list=RDCMUCanMxWvOoiwtjLYmO8Bo80QQ&i

ndex=1

SEMANA 8

https: / /www.youtube.com/playlistelist=PLeySRPnY35dErygDdRDp 191 2SPALoaBmZ
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https://www.youtube.com/watch?v=KEENQd0B5dI&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-oWq6m2w&index=23
https://www.youtube.com/watch?v=KEENQd0B5dI&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-oWq6m2w&index=23
https://www.youtube.com/watch?v=bo3JsAc9CbE&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-oWq6m2w&index=26
https://www.youtube.com/watch?v=bo3JsAc9CbE&list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-oWq6m2w&index=26
https://www.youtube.com/watch?v=7q5JYoOisHs
https://www.youtube.com/watch?v=uZxjXPtSuBE
https://www.youtube.com/watch?v=xla02Y99Ngw
https://www.youtube.com/watch?v=L0QuX9RpEoM
https://www.youtube.com/watch?v=apPXOlZnRhg&t=761s
https://www.youtube.com/watch?v=p2AIFY1b9qk
https://www.youtube.com/watch?v=0ilTVp5uRz8
https://www.youtube.com/watch?v=jZIk90KQo6s&list=RDCMUCanMxWvOoiwtjLYm08Bo8QQ&index=1
https://www.youtube.com/watch?v=jZIk90KQo6s&list=RDCMUCanMxWvOoiwtjLYm08Bo8QQ&index=1
https://www.youtube.com/playlist?list=PLeySRPnY35dErygDdRDp1912SPALoaBmZ

