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COMPETENCIA Competencia General: Determinar el valor de las funciones

trigonométricas y las aplica para hallar medidas desconocidas en
tridngulos rectangulos.

Competencia Especifica: Resolver problemas relacionados con los
tridngulos rectangulos.

PARA APRENDER Construye el tridngulo rectangulo que satisface

DESEMPENOS una condicién dada.

PARA HACER Halla el valor de todas las funciones
trigonométricas de un angulo, a partir de una
de ellas.

PARA SER Realiza las actividades propuestas de la guia,

como una forma de demostrar su
responsabilidad y compromiso.

PARA CONVIVIR Reconoce la importancia de la aplicacién de
conceptos matematicos al mejoramiento de su
entorno.

DBA Comprende y utiliza funciones para modelar fendmenos periddicos

y justifica las soluciones.

ESTANDAR Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en

contextos matemadticos y en otras ciencias

INTRODUCCION

Anteriormente se definieron las funciones trigonométricas en la circunferencia unitaria, donde la
medida x rad se identifica con un nimero real x. Igualmente, en la circunferencia unitaria se
definen las lineas trigonomeétricas, las cuales permiten realizar el bosquejo de las graficas de las

funciones trigonométricas.

Las lineas trigonométricas de un dngulo B en posicion normal son los segmentos
de recta cuyas medidas coinciden con cada una de las funciones trigonométricas
para el angulo 8

En la figura se muestra la circunferencia unitaria y el punto P de la circunferencia determinado por
el angulo 6 del primer cuadrante. Los segmentos PQ y RS, que por construccién se trazan
perpendiculares al eje x, forman los tridngulos rectangulos OQP y OSR, respectivamente. Por otra

parte el segmento TV, trazado perpendicular al eje y, y forma el tridngulo rectangulo VTO.
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Por la construccidn, se tiene que los triangulos OQP, OSR y VTO son semenjantes, ya que los

angulos correspondientes son congruentes, por tal razédn sus lados correspondientes son
proporcionales. Considérese el tridngulo OQP, por definicidn se tiene que:

senfl = PQ y cosB = 0Q.

Luego PQ es la linea trigonométrica para sen@y 0Q es la linea trigonométrica para cos®.

Ahora en los tridangulos rectangulos OQP y OSR, se cumple que:

PQ RS RS _OP _OR _ OR _ —=

Asi, la linea trigonométrica de tan @ es RS y la linea trigonométrica de sec 8 es OR.

En los tridngulos rectdangulos OQP y VTO, se tiene:
0oQ Vi’ VT : or _()_V oV

cot B = 1’?2 = ()[ =y - VI y cscB = I’_Q 0 - (91%

Por tanto VT es la linea trigonométrica de cot @ y OV es la linea trigonométrica de csc 6.

Si los dngulos estan ubicados en otros cuadrantes, las lineas trigonométricas se construyen en la
misma manera, pero considerando los signos. A continuacidn se muestran las lineas trigonométricas
en el cuarto cuadrante.

sen § = P() negativo

cos B = OQ positivo

tan B = RS negativo

cot B = TW negativo
sec B = OR positivo

cc B =0T negativo



EJEMPLOS

I Dnu;nlmu las lineas trigonomérices del dngulo
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En lx figura s¢ observa Ja construccion de fas lnesx
trigonométricas parz ¢l dngulo %= %" . Comoestaenel
segundo cusdrante. entonces, lus lineas trigonometricas
son:

sen(3F) = PG

LUI(S:): oQ

() <07
lt'.( S:) = OR

an(2F) = & ot (3F) = TW

R

2. Aprusimar ls coordenada y ded ponis P, que s
muestra en la siguiente figura, Luego, verificar el
resultado con la calculadora,

De acuerdo con la grifica, la coordenada y del punto #

es 0,26,

Como la componente y ded punto P coincide aproxi-
g

madamente con el valor de zn( 12 } entonces, 2l war

lx calculadora se dene que:

«:n( ﬁ;‘) 0,258819

Por tant, ol valor de y se aproxima 2 0,26,

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Para realizar las graficas de las funciones trigonométricas se procede de la siguiente manera:

Primero, se traza en la circunferencia unitaria y algunos angulos especiales medidos en radianes e

posicién normal.

Segundo, se traza la linea trigonométrica respectiva para cada angulo en relacién con la grafica de

la funcién que se va a construir.

Tercero, por cada medida de los angulos especiales, se ubica un punto en el eje x del plano
cartesiano. Luego, se hace corresponder en el eje y la respectiva medida de la linea trigonométrica.

Por ultimo, se construye la grafica de la funcién uniendo los puntos.

La funciéon y = senx varia de la siguiente manera:

Cuadrante Variacién de x Variacién de y = sen x
l EntreOy 5 | Crece de 0a 1
o BaeZym |  Decwedela0d
i Baewy 2 |  Deomoede0a—1
v Entre 121[ y 2w ‘ Crecede =120




2.1 Grafica de la funcion seno (y = sen x) D . i

Si se sigue el proceso descrito, se obtiene la grifica de la funcién y = sen x entre 0 y 21
a partir de las lineas trigonométricas, como se muestra en la figura.

pdiddpadbiiis

Cuando la grifica de la funcién y = sen x se construye tomando un intervalo mds grande
para valores de x, se observa que su grifica es una repeticion del tramo que se ha dibujado
en el intervalo de 0 a 241, en ambos sentidos.
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2.2 Grafica de la funcién coseno (y = cos x)

En forma similar a la grifica de la funcién y = sen x, se construye la grifica de la funcion
¥ = cos x, pero ahora a partir de las lineas trigonomeétricas de la funcién y = cos x entre
Oy2m.
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En general, la grifica de la funcién y = cos x para un intervalo mayor a 2 es:
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Afianzo COMPETENCIAS

ﬂlntefprao oOAngnmemo -gﬁw-.ﬂcdw-.lhmno

€9 Responde. Explica tu respuesta.
14, ;Cuil es el dominio y el rango de las funciones
y=senxyy = cosx?

15. ;Cudl es el periodo de las funciones y = sen x y

¥ =cos x?
16. ;Para qué valores de x, la funcién y = sen x ob-
tiene su valor miximo?
‘Dﬂcruﬁmﬁhﬁmdény=muxuctedmt:od:-
creciente para el valor de x dado.
17. 5% < x < 67w

18, "2 <x< —m

19. —2m > x> —

20. "‘I'l'<.’:<“‘2l

_4m T
21. 3 < x < 3

(D Obscrva las grificas de las funciones y = sen x y
3 = cos x. Luego, responde.
7]
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22. ;En qué intervalos las dos funciones son cre-

cientes a la vez?

23. :En qué intervalos las dos funciones son decre-

clentes a la vez?

24. ;Cuiles son las coordenadas de los puntos de
corte entre las dos funciones?

25. Al considerar el intervalo 0 a 2, ;en qué inter-
valos sen x > cos x?

26. ;En qué intervalos cos x > sen «?
@ Realiza cl bosquejo de la grifica de las funciones

entre 0 y 27,
27.y= sen(x + -‘g—)
28. y = —cus(x +%)

29. Compara las grificas de las anteriores funciones

con las grificas de y = sen xy y = cos x. Luego,
formula dos conclusiones.

@ Resuclve de scuerdo con las siguientes fanciones:
L) =senx+1 glx) = 2 cos (2x)
bix) = |sen X kx) = 3 + cosx
30. Completa la siguiente tabla de valores.
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31. Traza la grifica de cada funcién en planos dis-
tintos,

32. Determina el dominio y ¢l rango de cada funcion.

33. Establece los intervalos de crecimiento y decredi-
miento.

34. Sciiala el valor maximo que toma cada funcién.



2.3 Grafica de la funcién tangente (y = tan x)

La grifica de la funcion y = tan x se construye a partir de las lineas trigonométricas para
valores de x entre 0 y 2% de la funcién tangente, como se muestra en la siguiente grifica.
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La gréfica de la funcién y =

tan x para un intervalo mayor a 27 es
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La grifica de la funcion y = cot x se construye a partir de las lineas trigonométricas para

valores de x entre 0 y 27 de la funcién cotangente,
La grifica de la funcién cotangente es la si

2.4 Grafica de la funcién cotangente (y

e NE

La grifica de la funcién y
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La grifica de la funcién y = sec x se construye a partir de las lineas trigonométricas para
valores de x entre 0 y 27 de la funcién secante como se muestra en la siguiente grafica:

2.5 Grafica de la funcién secante (y = sec x)
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2.6 Grafica de la funcién cosecante (y = csc x)

La grifica de la funcién y = csc x se construye a partir de las lineas trigonométricas para
valores de x entre 0 y 27 de la funcién cosecante, como se muestra a continuacion:
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Afianzo COMPETENCIAS

7 Responde.
35. ;Cuiles son las diferencias entre las grificas de las
funciones y = tan xy y = cot a?
36. ;Cuiles son los valores de x donde las funciones
y = manxyy = sec xes creciente?
37. Cudles son los valores de x donde las funciones
¥ = cotxyy = oscx es decreciente?

38. ;Cuil es el dominio de las funciones y = an x y

y=secx?
l)ldendﬁalaﬁmdéntﬂgommétﬂaqncmmpkhs

caracteristicas que se describen en cada tabla. Justi-
fica tu respuesta.

o

39. Espcnédncaysupcnodocs‘lr

Su grifica es simétrica con respecto al origcn
| es dedir, es impar. 4

LNo tiene valor mdximo ni minimo.
Presenta asintotas,
-~

_—

-
Cuando toma valores muy praximos por la
izquicrda a sus asintotas verticales, los valores
de la funcion disminuyen indefinidamente.

e -’

40, [Ticnc asintoras verticales.

Tiene por rango ¢l conjunto
. pER/HYy=NHUHER/y=~1}

LEs periadica con un periodo 27, !
LNo tiene valores maximos ni minimos.

No intersecta al eje x, es decir, no tiene ceros
Lrenles. !

LESPGL =4
No estd definida para los valores x = u% con

\nmtcmunpa.l:

A

‘Rulhlhgﬁﬁadclnﬂgnimﬁmdonu. Luego,
indica el periodo y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

4l.y=4dnmnx 43.]=nn(x+%)

42.y= 2acx “.]=sec(x+%)

.Awdnudnnmdehsﬁmdonacunmgiﬁcaco—

rrespondiente.
45.y = 2secx 47. y = sec (2%)
46.y = ~tanx 48. y = cot (2x)
a '
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) Lec y resuclve. Una escalera de longitud L se carga en
forma horizontal y debe pasar por la esquina de un

corredor de 4 metros de ancho hacia otro corredor
que tiene 5 metros de ancho.

_.—gﬁi

Si la longitud de la escalera se puede expresar en fun-
cion del dngulo como L = 4sec B + 5 osc B:

49. Utiliza Graph o una calculadora graficadora para
realizar la grifica de la funcién en el intervalo

0<8<7.

50. Con la ayuda de la grifica, determina el valor
minimo que toma la funcién L. ;Qué significado
tiene dicho resultado en el contexto del pro-
blema?
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSA

Para determinar cada una de las funciones inversas, es necesario hacer una restriccion del dominio
de la funcidn, para que las funciones inversas cumplan con la definicidn de funcion:

Funcion Arcoseno

Los simbolos sen™1x y arcsenx, se leen respectivamente, seno inverso de x y arcoseno de x y se
utilizan y se utilizan para expresar la inversa de la funcién inversa.

I{- -

Restricclén del dominio

de fix] = sen x

3 *lyx€[-1,1]
ra '

y = sen—1 x si y solo six = sen y, donde y EI

‘l
‘".,_,
3 )
| | X
o
2
i) =sen—x

Funcidn Arcocoseno

Los simbolos cos~1x y arccosx, se leen respectivamente, coseno inverso de x y arcocoseno de x y
se utilizan y se utilizan para expresar la inversa de la funcion inversa.

0

X E

Restriccidn del dominio de fix) = cos x
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y=cos~'xsiysolosix=cosy dondey€E[0,wlyx € [~1,1].

Funcidn Arcotangente

Los simbolos tan™1x y arctanx, se leen respectivamente, tangente inverso de x y arcotangente de
Xy se utilizan y se utilizan para expresar la inversa de la funcidn inversa.

4 '

2 )

S | ——
L
walnt
v

Restriccddn de dominia
de fix) = @nx

y = tan—1xsiy solo six = tan y, donde "‘g"()"(’g—)'xER

(S E W

2

¥y =tan~"{x) = arctan x
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Funcidn Arcosecante

Los simbolos sec™1x y arcsecx, se leen respectivamente, secante inverso de x y arcosecante de x y
se utilizan y se utilizan para expresar la inversa de la funcién inversa.

Restriccidn de dominio
dey = secx

y = sec™ 1 x siy solo six :secy,dondeyG[O, —’g—)u(% ‘I'T] yx=-=lox=1.

-]

\
\

\

ol

y = %eC ' X = arcsec x

Funcidn Arcocosecante

Los simbolos csc™1x y arccscx, se leen respectivamente, cosecante inverso de x y arcocosecante
de x y se utilizan y se utilizan para expresar la inversa de la funcién inversa.

[

iy o 3
2
3
o X
~. 1 2
\

2
|

|
Restricddn de dominia
defiX) = cscx
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y=csc xsiysolosix = cscy,dondeyE[--g,O) U(O,—S-']yxs ~lox=]

~|=l -

%’\—‘1 1 2 «
-

..

y = 5C X = arnccscx

Funcidn Arcocotangente

Los simbolos tan™1x y arctanx, se leen respectivamente, cotangente inverso de x y arcocosecante
de x y se utilizan y se utilizan para expresar la inversa de la funcion inversa.

¥ |

| :

2 |

| l
\ : =
0 w x

g1 \

-1 )

)

-2 :

o

|

|

Restriccion de dominio

de fix) = cot x

y=csc“xsiysc’>losix=ch,dondeyel—%,o) U(O,—g-]yxs -lox=1]
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-4 -3 =2 -1
=11

2= cot™! {x) = arccot x

1. Determinar el valor exacto de cada expresion.

s li)
Como cos e = Q, entonces, aroms(-'/z——s.)= .‘g.
o confren(})

2. Hallar x en arctan (tan (2x)) = arctan 1.

Como arctan (tan (x)) = x, entonces, 2x = arctan (1).
Ademds, como nn(%) = 1implica que 2x = %.
Luego, x = 18",

3. Sisen # = u con # dngulo agudo, determinar tan 8
en términos de .

- e
Puesto que sen 8 = 5, se tiene que 6 = sen (‘).l\sf.
se puede construir el siguiente tridgngulo rectingulo.

v

[
U - T

1 es la hipotenusa del tridngulo recringulo y # es el catero
opuesto al dngulo 6.

Luego, se halla el adyacente para 6, es decir, ». Asi:
@+ =12
v=J1— &

Se aolica el woema de Mitagoras
S despeja v,
Como la funcién tangente se define como:

Cateto Opuesto
cateto adyacente

" __ 1%

s

ranf = , entonces, se tiene que:

tan 8 =

~




§3¥ Completa cada espacio. Luego, resuclve.
107. La inversa de la funcién cosecante se puede de-

finir a partir de la restriccién del dominio de la
funcién y = esc x al intervalo ’

108. La notacién de la funcén arcocosecante de x o
cosecante inversa de x es
o

109. La inversa de la funcion cosecante se define
como

110. Realiza la grifica de la funcion inversa de la

funcién cosecante si su grifica es:

2\.

-
2

X

aAsodamdncxptcsiénmnmmpecdwvalot.

lll.:u'ct:m('/;) a |
2 oefumn(-]) -
15 () w03
114.m(mms(/;2 ) d3
usfemn(d) o3

al!scribc en cada caso, la expresion que genera la
secuencia digitada en la calculadora (la secuencia
puede variar segin la calculadora).

116.[1] [3 [0 [eos| [T] [sHFT) (@] [T] [3]
4 (8 3] O (3 [ex)

117. 5] (1) (5HFT) (o) [0 3) (& 62 [0
= [EEF (=) ([ (5] #6300
[exe]

118. [sueT] [@an) () (1] (3] [=) (ST (cos]
[@ [smer) () (2) (H 21 D) (==

17

(D Verifica si cada afirmacién es correcta o no. Justifica
tu respuesta, corrigiéndola con el valor exacto.

(2]
120. cos {arcsen (Jf )) = 30°
121. arctan (ran () = 3

122. arctan (2sen (5 )) =
123. aroom(\/iscn 167)) = -1

eUtilimunuiingulouctingulocnudamso,w’a
determinar el valor de las siguicntes expresiones.

124, s (3)

125. tan (arc.scn (—g ))

126, frcen(2)

127. cos (arctan (5))
128. sec (arcscn (}—g»

129. cxc(srocos ()

130. Explica por qué cos (cos ! x) = cos ! {cos x)
no siempre s verdadera.

al.ccyxundve.

Las curvas que toman los automdéviles en las carreteras
=

se pueden modelar por la expresion tan 8 = g" .

donde v es la velocidad del carro en la curva, ges la
aceleracion de la gravedad, res el radio de lacurvay 6
es el dngulo que barre el carro al dar la curva.

131. Se desea disefiar una curva que tenga un radio
de 300 metros. Si el limite de velocidad en esta
curva es 50 kmv/h y la aceleracion de la gravedad
9.8 m/s?, ;qué dngulo debe tener la curva en su

orilla?
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SOLUCION DE TRIANGULOS

La solucion de triangulos ha sido utilizada desde la antigliedad en areas como la astronomia, la
navegacion y la geodesia, para hacer mediciones de distancias inaccesibles como la distancia de la

Tierra a la Luna y la medida del radio del Sol, entre otras.

Resolver un tridngulo rectangulo consiste en determinar la medida de sus tres lados y de sus tres

angulos.

La resolucién de un tridangulo se realiza teniendo en cuenta que tipo de tridangulo es y las medidas

gue se conocen. En particular, para resolver un triangulo rectdngulo se presentan dos casos:
Caso 1: Se conocen las medidas de uno de sus lados y de un angulo agudo.

Caso 2: Se conocen las medidas de dos lados.

SOLUCION DE UN TRIANGULO RECTANGULO

CASO 1: CUANDO SE CONOCEN LA MEDIDA DE UN LADO Y UN ANGULO.

En este caso se plantea una ecuacidn a partir de las razones trigonométricas que la relacione la
incégnita (medida desconocida) con la medida del lado y del angulo que se conocen. La razén
trigonométrica que se aplique depende de la medida del lado que se conoce, el cual puede ser uno

de los catetos o la hipotenusa.

CASO 2: CUANDO SE CONOCEN LAS MEDIDAS DE DOS LADOS

En este caso se aplican las funciones trigonométricas inversas para determinar el valor de los
angulos desconocidos. La medida del tercer lado se puede calcular mediante el teorema de

Pitdgoras.



§ EJEMPLOS w

. Para realizar el transporte de cierta mercancia se utiliza una rampa de 6 m como
se muestra en la figura, Calcular la medida del 4ngulo que forma la rampa con el
suclo.

s
Se realizan los siguientes pasos:

ey Gtk
cosa =" Se apliz 4 funcidn oosena
cos & = 0,66 Sedivide

0 = Areens (%) = 48,2° Seaplicala funcidn inversa de cosent y s aproiina |2 medida del angula.

Por tanto, el dngulo que forma la rampa con ¢l suelo mide aproximadamente 48,2°.

2. Se quicere instalar un teleférico entre los puntos A y B mds altos de dos montafias
de 108 m y 144 m de altura, respectivamente. Para calcular la longitud del cable
necesario para unir ambos puntos, un ingenicro mide el dngulo que forma el seg-
mento AB con la horizontal, obteniendo una medida de 32°. Calcular la longitud
de uno de los cables necesarios para la instalacion del teleférico.

Primero, se¢ realiza un dibujo de la
situacion ubicando las medidas dadas
y la incognita, como se muestra en la
imagen de la derecha.

Segundo, se restan las alturas de las
montafias para determinar el cateto
opuesto al dngulo de 32°. Asi, se tiene
que BC = 144 — 108 = 36.

Luego, se aplica la funcién seno que
relaciona el cateto opuesto BC = 36,
con la hipotenusa, que en este caso

corresponde a la longitud / del cable.

sen 32° = }76' Se aplica l2 funcite sena
36 <

= sen 32° Se despesz |

I=68 Se aproxima & medida de /.

Finalmente, se tiene que la longitud
de uno de los cables necesarios para
la instalacién del teleférico mide
aproximadamente 68 m.




3. Un barco pesquero lanza un anda a un ro en un punto A. Como la profundidad del
rio es menor que la longitud de la cuerda que soporta el ancla, el barco se desplaza
20 m como se muestra en la figura 3. Si sen o = |53 , calcula la profundidad del

rio en ese punto y la distancia del barco hasta la punta del ancla.
Primero, se calcula la medida del dngulo a.
sen o = 1'3 e estribe & valor de w2 o
sen ! 2. = 22.62° Seapiivalafunddn ivversa e seno v se aproxima Ja medida de «
Luego, se calcula la profundidad p del rio.

o«

tan (22,62°) = 21:’ v relacionan las medidas de los catetos median [a funcidn anoanle

p = 20 tan (22,62°) Sedeges;

p=833m S¢ aproxiima ia medida de ¢

Finalmente, se calcula la distancia del barco hasta la punta del ancla, aplicando el teo-
rema de Pitdgoras, asi:

d = (20)* + (8,33) ~ 21,66

Por tanto, la profundidad del rio en el punto A es de aproximadamente 8,33 m y la
distancia del barco hasta la punta del ancla es de 21,66 m.

ANGULO DE ELEVACION Y ANGULO DE DEPRESION

20

Cuando se observa un objeto, la semirrecta imaginaria cuyo punto de origen corresponde a los ojos

del observador y que pasa por el objeto, se denomina linea visual. Ademas si se considera la linea

horizontal como una semirrecta cuyo sentido se ’

orienta hacia el objeto y su origen corresponde a los

botizontal
ojos del observador, entonces se pueden definir los dngulo de depresion .~
siguientes dangulos que dependen de la ubicacidn del ”
objeto: ’ -i.n‘ulo de elevacian
o L, Q horizontal
Angulo de elevacidn: Es aquel que se

forma entre la linea visual y la horizontal

cuando el objeto estd por encima de la horizontal.

Angulo de depresion: Aquel que se forma entre la linea visual y la horizontal cuando el

objeto estd por debajo de la horizontal.



~
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L. En un teatro los ojos de un observador se ubican 2 la misma altura de la base de la
pantalh.Admn,:ldobwnuiotminhpnﬂ:mpenordchpanuﬂauﬁ)mun

dngulo de clevacién a. Teniendo en cuenta que cos « --'1"75' y que la altura de la
pantallz es 3,2 m, ;a qué distancia estd el observador de la pantalla?

Primero, se realiza un dibujo de la situacion en o 5
el que se ubican los datos dados y la incgnita. 35 4 s 1=

Luego, se calcula ol dngulo de elevacion a. | “.""‘)
= b oy t d {
cos@ = 17 Seescrive el valor de s o
B & Se apiica la fncidn Inversa de woseno y w8 aproxima
a = cos sl P s
17 l& medida del dngulo de slevacion

Finslmente, se aplica la funcién tangente para calcular d, ast: d = —222 =6, Por
tanto, el observador estd a 6 m de la pantalla

2. David sc sube en un pedestal de 1,6 m de altura y desde alli observa a Maria con un
dngulo de depresién de 30°, como s¢ muestra en la figura. Si la altura del pedestal es
igual a la estatura de Maria y ella estd a 3 m del pedestal, ;qué altura alcanza David
con respecto al suelo?

Primero, se realiza un dibujo que represente la situacion.

Segundo, se calcula la estatura de David. Como AB
es el lado opuesto al dngulo de depresion y AC = 3 m,
entonces, se tiene que:

tan 30° = _; e aplica 1a funcidn largente

b= 3tan 30° == 1,73 Sedespejay s aprowma e valoe de b

—

b 3m

Luego, se suma la estatura de David con la altura del pedestal para hallar la altura b que
alcanza David con respecto al suelo.

h=173+1,6 =333
Finalmente, se tiene que David alcanza una altura de 3,33 m con respecto al suelo.

.

v




Afianzo COMPETENCIAS
“Respmde.
L Sienun ABC rectingulo se conoce la

medida del €8 agudo y de su lado opuesto &,
zcudl funcion trigonométrica debe aplicarse para
hallar la medida de la hipotenusa?

2. Si AB es la horizontal con respecto a los ojos de
un observador y Ces el punto en el que se ubica
un objeto, ;dénde debe ubicarse ¢l punto € para
que el LCAB sea un dngulo de depresidn?

€ Halla ¢l valor de las razones trigonométricas para cl
ingulo indicado en cada tridngulo rectingulo.
3 Pama 5. Para .

64 cm

“ tmupmoo Avwmemooe m‘. aem-. Mo-. Soludono problemas
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OII.Expllupmapumoémomom:elvdotde
x en la siguiente figura,
B

12. Calcula la medida de cos & y tan @, si & es un
dngulo agudo y sen a = 0,6.
13. Calcula ls medida de sen B y cos B, si B es un
dngulo agudo y tan B = 3.
@ Determina el valor de x en cada caso.
14.
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SOLUCION DE TRIANGULOS NO RECTANGULOS

Cuando un tridngulo no es rectangulo, entonces es acutangulo u obtusdngulo. Este tipo de tridngulos
se resuelven teniendo en cuenta las medidas que se conocen del tridngulo, segln los siguientes

casos:
CASO 1: Se conoce un lado y dos dngulos (LAA o ALA).

CASO 2: Se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos (LLA).

CASO 3: Se conocen los tres lados del triangulo (LLL).

CASO 4: Se conocen dos lados del tridngulo y el angulo comprendido entre ellos (LAL).

Los tridngulos que corresponden a los casos 1y 2 se resuelven mediante la ley de senos. En cambio,
los tridngulos que pertenecen a los casos 3 y 4 se resuelven mediante la ley de cosenos. Es
importante tener en cuenta que cuando se aplica la ley de senos en el caso 2 el problema puede

tener Unica solucién, dos soluciones o no tener solucidn.
Ley de Senos

Dado un tridngulo de lados a, b y c cuyos dngulos opuestos son a, B y 8, respectivamente, se cumple

que:

Dado un triangulo de lados o, b y ¢ cuyos dngulos opuestos son e, B y v, respecti-
vamente, se cumple que:

wena _ SenpB  seny

i AN

= EJEMPLOS \

L. Aplica la ley de senos en el siguiente tridngulo para Primero, se calcula la medida del dngulo y. Como
calcular la medida de 5. vy + 53° + 40° = 180°, entonces, se tiene que y = 87°.

Luego, se aplica la ley de senos, asi:

b “ sen40°  sen 87° _ 4,5 (sen 407)
b 45 de donde & sen 87°
53¢ 40" Finalmente, se simplifica y se obtiene que la medida de
c=45cm b es aproximadamente 2,9 cm.

J
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2. Un granjero quicre medir la distancia desde T r
un punto A ubicado en su granja hasta un

punto C ubicado cn una propiedad vecina,
sin pasar la cerca que se muestra en la figura.
Calcular ACsi @ = 45° y 3 = 60°,

Este problema corresponde al caso 1 (ALA) y se
resuelve aplicando la ley de senos asi:

Primero, se calcula la medida del dngulo vy,

y+a+p=180°

Se estalioce |3 suma de las
medidas de los éngulos

y + 45+ 60° = 180"  Seremplezan los valores de o y d2 .

y=75"

Se despeay.

Luego, se calcula AC.

sen60° _ sen75°
AC 50

_ 50(sen 60°)
AC= sen 75°
AC = 44,83

Se plantes fa [y de sencs,

Se despeia AC.
Se resuelve |2 operacian,

Finalmente, se tiene que la distancia entre el punto A y el punto Ces de 44,83 m.
3. La distancia entre dos casas ubicadas en los W RN

puntos A y G, es de 400 m como se muestra
en la figura. Si la distancia entre la casa del
punto A y un drbol ubicado en un punto B,
es de 200 m, jcudl es la distancia entre la casa
del punto Cy el drbol?

Este problema corresponde al caso 2 (LLA) y se
resuelve aplicando la ley de senos, asi:

Primero, se calcula la medida del dngulo agudo B.

senf _ sen25°
400 — 200 Seestablece la ley de sens.
400 (sen 25° E
senf = 400U e
sen B = 0,845 Senesueive.
P = arcsen 0,845 Se anlica |2 funcion inversa de seno.
g=57.7" Se apruwima la madida del daqula

Luego, se tene que la medida del dngulo « es aproximadamente 97,3°.

Finalmente, se calcula la medida de BC.

sen97,3" _ sen25°
200

BC
BC =2

sen 25°

Se aplica lay de senos.

x = 469,4 Sedespeja 0y s esuehe,

Por tanto, la distancia de la casa del punto € hasta el drbol es de 469,4 metros.
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3 Por tanto, la longitud del canal que conecta ambos rios serd de 913,3 metros.

4. Tres topografos quicren medir el ancho de una
quebrada. Para esto, ubican dos puntos Ay B, y
miden la distancia entre cllos. Luego, utilizan un
teodolito para medir los 4ngulos de clevacion o y
[ con respecto a un punto C, como se muestra en
la figura. Si« = 50° y B = 117", ;cudl es el ancho
de la quebrada?

Primero, se calcula la medida del dngulo opuesto al

lado AB = 40. )
Serernplazan los valones de
v+ 50° + 117° = 180* yiep.

y=13 Sehaliay.
Luego, se aplica la ley de senos.
send3” 030" de donde BC =-22030) = 1363 merros

Finalmente, el ancho de la quebrada es aproximadamente 136,2 metros.

5. Un ingenicro debe construir un canal entre los puntos By C de dos rios. Para
esto, el ingeniero representa ambos rios con lineas rectas y escribe las medidas que
conoce, como se muestra en la figura. ;Cudl serd la longitud del canal?

Primero, se plantea la ley de senos para calcular la medida del €€ agudo, cuya medida
se representa con la letra .

senl3® _ seny s
250 800 Seestablecs fa ley de sencs.

sen‘y=-§o£12§§%-l~5—') = 0,83 Sedespejasen vy ys2 apiaxima el valos de sen y.

y = arcsen 0,83 = 56° Seaplica la fandidn sversa de seno y s¢ aprosiona la medida del angulo -y
Luego, se calcula la medida del €04, Asi: <4 = 180° — 56° — 15" = 109°
Finalmente, se calcula la medida de BC, asi:

zald E;—ng Se plantea ley de senos.

BC =~2-59£1:-1'~;~.m ~ 913,3 Sedespeiayseaproima e valor e B
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€ interpreto « P Argumento - ercito « o« o emas
Afianzo COMPETENCIAS preto D Argumento 49 Propongo @ Gercno - Razono -] soluciono prob

€9 Escribe V, si la proposicién es verdadera o E si es
falsa. Justifica tu respuesta.

26. La ley de senos solo se puede aplicar en tridngulos
no rectangulos. ()

27. 5i los lados de un tridngulo son a, &y ¢ y los
dngulos opuestos son «, B y 7, respectivamente,
entonces se cumple queg*sena = besenB.( )

28. La razén trigonométrica seno, en un tridngulo
rectingulo, es un caso particular de la ley de
senos. ()

29. Si los dngulos & y B de un tridngulo son comple-
mentarios, y 4, & son los lados opuestos respecti-
vamente, entonces se cumple que:

becosP=a-senf.( )
Resuclve los siguientes tridngulos.

30. 33. .
_',"65- \
5L 14
‘\175. 3‘.1. - P
40
31. s 34
Sy 15
4 I \s
40 | 5 '\\
T .
- S 35.
65 =
15
13,6 ad

' 36. Demuestra la ley de senos para el siguiente tridn-
gulo obtusdngulo.

El volumen V de la pirimide triangular recta que
se muestra en la siguiente figura, estd dado por la

;le,donchuclimdclabucy

b es la altura de la pirdmide.

expresion V' =

1

34 =
- S.'n 'f'
P il u\ i 103"
37. Halla la altura de la pirimide.
38. Calcula el volumen de la pirimide.

a Resuelve los siguientes problemas.

39. Un helicoprero busca aterrizar en medio de dos
casas que se encuentran separiadas 200 m. Si se
mide el dngulo de elevacién desde cada casa hasta
el punto P en el que se ubica el helicoptero en un
instante dado, se obtienen las medidas 30° y 45°.
A qué altura se encuentra el helicoprero en ese
momento?

40. En un automévil, la manivela del digliefal tiene 8
cm de longitud y la biela tiene 23 em. Cuando ¢l
dngulo OPA es de 15°, ;qué tan lejos esti el piston
P del centro O del cigiicfal?

A

o
\ —

23 em
8 em', e s
.

) 41. Inventa un problema que sc resuelva con la ley
de senos, y que se relacione con la siguiente in-
formacién. Luego, resuélvelo.

Un satélite meteorologico que orbita el Ecuador a
una altura A = 36.000 km, detecta una tormenta
eléctrica al norte, en P, a un dngulo 8 = 6,5° de
su vertical.

El radio R de la Tierra mide 6.378 km.




Ley de Coseno
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En todo triangulo, el cuadrado de la longitud de uno de sus lados es igual a la suma de los cuadrados

de las longitudes de los otros lados, menos dos veces el producto de estas longitudes por el coseno

del angulo comprendido entre ellos. Es decir dado A ABC, se cumple que:

2

a

b? + c? — 2bcCosA

b? = a? 4+ ¢%? — 2acCosB

c? =a? + b%? — 2abCosC

EJEMPLOS

L Resolverel AMBCendcmla=Sam b=4dcmye= 6cm.

4
VIM"
‘  bwdem
e=bom \
& I
/.\/' /". Som

Primero, s halls ls medida del dngulo A aplicando ls ley ded cosena, asi:
Lf=F47~2bcanA o plartes Lo e paa
=44+ -2+4-6cn A Sewnpluw mulowsdeq dye

25=164 36 ~ 48 am A Se mmalern b penun y i podacto
25 =52~ 4Ramd Se wur

mA=J%2 Se dpe (A

cos A = 0,5625 S pemstenn U Opetacines

A= con™' (0,5625) =~ 55,77 S degmn vl A
Pur tantw, la medida del dngulo A es 55,77

Lacgo, s halla ks medida del ingulo 8, aplicando la ley del coseno, sungue e poxible
determinarla mediante ef uso de b ley del seno,

P=d 4+ 2wcm B Se plartes  Emefs pary &
=546 -2+5:6cn B8 Semmplae seddowides bye
16=25436~60an B Se marieen b polencies y 1y prdaa
16 =61 ~ 60am 8 Sesumy

mlBﬁz—l—é e depeyt (m 2

con B = 0,75 o wmaehorn b apetacre

B= co™ (075) = 4141 Sedegmagieulad
Por tanwo, la medida ded dngulo B es 41 41°
Por dltimo, s determina la medida dd dngulo €, como sigue

A+ B+ C= 1800 Se pletes popesad de i mibngiive
SST7H ALA + C= 180" Serovmphan bes il de tos dngdos Ay 2
97,18° + C= 180" Se st

C= 180" ~ 97,18* Se e

C=B282" Setwiia L

Por tanto, la wolucion ded AABCen a = Scam b=4cmye= 6Gomy A= 5577,
Be 4141y C= 82,82

2. Leer, observar y responder.

En o camidn que sparece en la figue,
AB = 3 my AC = 2,7 m. Si pana
descargar ) camidn se debe tener una
inclinacién de 52°, ;cudl debe ser la
distancla de 8 a €, para obtener esta
inclinacién?

Primesn, se identifican los datos,
AB=¢=3mAC= b=2TmA=5yBC=a
Luegn, para deserminar la diseancia entre 8y € se splica ks ley del coseno, asi:

=47~ 2conA 5o phartea b bey el cnemo st &
£=27 + P =227 300s52" Semmploos by sborms de dy 1y A
£=7349~162can52 S sesahvers bes gt y bes procas s
& = 16,3 ~16,2 - (0.6) S s v e oloide 1 8
£=63 Se umpifez

a=1215 S evinae rals combacie

Por tanto, la distancis entre 8y C, debe ser 2,5 m.

3. Resolver. Do barcos, 4 y 8, estin
anclados corca un muclle. Desde o
punto C del muclle se observan los
dos barcos de modo que la medida
del dngulo ACB e 60%, la distancia
del barco A al punto de referencia ex
5 km y la distuncia del barco B a one
mismo punto es de 8 km. Calcular la
distancia entre los barcos.

Primero, se representa la situacion en un diagrama, como sigue:

Luego, pot ka ley del coseno, se tiene:

F=5 48 =25 -Bcan60" Serwmphain ok

=254 64 - M'(Ji) So wrberr s operacines y s Clouly L 60F
£=49 Sewnpiba

x=7 Se exinae i cusiacy

Lﬂnmhdhmdnmhhuu-u&?lm




27

Afianzo COMPETENCIAS ) interpeeto v B Argumento 89 Propongo - Ejercito - @ Razono - solucieno problemas

42. ;Por qué se necesita la ley del coseno para resolver
tridngulos? Explica los casos.

43. ;Como se aplica la ley del coseno en un tridngulo
rectingulo?

44, ;Qué propiedad se aplica en la demostracién de la
ley del coseno cuando el dngulo es mayor de 902

o Resuclve los siguicntes tridngulos.
45. 47. A

l4em C15cm
: 17 em

2v'3‘ll x ,

2 dm

PlLa siguiente figura representa un hexdgono regular

ABCDEF con 6 cm de lado, donde M es el punto
medio del lado AB.

49. Calcula la medida del segmento MC .

e -

@ 51. Reatina ks Gigura y resuchve.
Los dos lados consecutivos de un paralelogramo

miden 5 cm y 10 cm, respectivamente, y forman
un dngulo entre si de 120°. Calcula las medidas
de las diagonales del paralelogramo,

M s2. Lee y completa la siguiente informacion de ma-
nera que quede planteada una sitnacién que se
pueda resolver por la ley del coseno. Luego, for-
mula la pregunta que corresponda y respondela.
El esquema muestra la posicion de las ciudades
M, NyP.

N

M : P
Lee y resuelve,
53. En una construccion, dos vigas de 10 m estin sol-
dadas por sus extremos y forman un tridngulo con

otra viga de 15 m. Halla los dngulos que forman
las vigas entre si.

54. Tres pueblos A, By ( estin unidos por carrereras
rectas y planas. Las distancias entre A y Bes de 6
km, entre By Ces de 9 km. El ingulo formado
por ambas carreteras es 120°. ;Cual es la distancia
entre Ay (7

55. Dos remolques que estin separados por 36 metros
titan de un contenedor, como se muestra en la
figura. Si la longitud de uno de los cables es 64 m
y la del otro es de 69 m, determina el angulo que

forman entre ellos.

cos B cosC

2
d+b’+r’_cus11+ +

2abe i~ b

56. Un sélido receangular tiene lados como se indica
en la figura. Encuentra m CAB.

C
- “

ol

3em
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MEDIDAS DE POSICION Y VARIABILIDAD EN UN CONJUNTO DE DATOS

INTRODUCCION
Se presentan varias medidas numéricas que proporcionan otras opciones para resumir datos. Hay medidas
numéricas para conjuntos de datos que constan de una sola variable, igualmente hay medidas numéricas de
localizacidn, dispersidn, forma, y asociacion. Si estas medidas las calcula con los datos de una muestra, se
llaman estadisticos muestrales. Si estas medidas las calcula con los datos de una poblacion se llaman
parametros poblacionales. En inferencia estadistica, al estadistico muestral se le conoce como el estimador
puntual del correspondiente parametro poblacional.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Media

La medida de localizacion mds importante es la media, o valor promedio, de una variable. La media
proporciona una medida de localizacion central de los datos. Si los datos son datos de una muestra, la media
se denota X; si los datos son datos de una poblacién, la media se denota con la letra griega u.

En las férmulas estadisticas se acostumbra denotar el valor de la primera observacién de la variable x con x4,
el valor de la segunda observacidn de la variable x con x, y asi con lo siguiente. En general, el valor de la i-
ésima observacién de la variable x se denota x;. La férmula para la media muestral cuando se tiene una
muestra de n observaciones es la siguiente. A continuacién se presenta la formula.

MEDIA MUESTRAL

En la formula anterior el numerador es la suma de los valores de las n observaciones. Es decir:
y=x tx,+ ot

La letra griega X es el simbolo de sumatoria (suma).
Para ilustrar el calculo de la media muestral, considere los siguientes datos que representan el tamafio de
cinco grupos de una universidad.

46 54 42 46 32

Se emplea la notacidn xq, x,, X3, X4, X5 para representar el nimero de estudiantes en cada uno de los cinco
grupos.

x, =46 x, =54 x, =42 x, = 46 xs = 32

Por tanto, para calcular la media muestral, escriba

. 2x xtx,txt+tx,tx; 46+ 54+ 42 + 46 + 32
X = = = = el ——

n 5 5

e

La media muestral del tamafio de estos grupos es 44 alumnos.

Otra ilustracion del célculo de la media muestral aparece en la situacion siguiente. Suponga que la bolsa de
trabajo de una universidad envia cuestionarios a los recién egresados de la carrera de administracidn
solicitandoles informacion sobre sus sueldos mensuales iniciales. En la siguiente tabla se presentan estos
datos. El sueldo mensual inicial medio de los 12 recién egresados se calcula como sigue.
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TABLA 1. SUELDOS MENSUALES INICIALES EN UNA MUESTRA DE 12 RECIEN EGRESADOS DE LA CARRERA DE
ADMINISTRACION

Sueldo Sueldo
Egresado mensual inicial ($) Egresado mensual inicial ($)
1 3450 7 3490
2 3550 8 3730
3 3650 9 3540
4 3480 10 3925
5 3355 11 3520
6 3310 12 3480
2% Xt X+ o+,

3450 + 3550 + --- + 3480

En la ecuacién se muestra como se calcula la media en una muestra de n observaciones. Para calcular la media
de una poblacion use la misma fdrmula, pero con una notacién diferente para indicar que trabaja con toda la
poblacidn. El nimero de observaciones en una poblacion se denota N y el simbolo para la media poblacional
es .

MEDIA POBLACIONAL

MEDIANA

La mediana es otra medida de localizacién central. Es el valor de en medio en los datos ordenados de menor
a mayor (en forma ascendente). Cuando tiene un niumero impar de observaciones, la mediana es el valor de
en medio. Cuando la cantidad de observaciones es par, no hay un nimero en medio. En este caso, se sigue
una convencién y la mediana es definida como el promedio de las dos observaciones de en medio. Por
conveniencia, la definicién de mediana se replantea asi:

MEDIANA
Ordenar los datos de menor a mayor (en forma ascendente).

a. Si el nimero de observaciones es impar, la mediana es el valor de enmedio.
b. Si el niimero de observaciones es par, Ia mediana es el promedio de las dos obser-
vaciones de enmedio.

Apliquemos esta definicidn para calcular la mediana del nimero de alumnos en un grupo a partir de la muestra
de los cinco grupos de universidad. Los datos en orden ascendente son:

32 42 46 46 54
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Como n =5 es impar, la mediana es el valor de en medio. De manera que la mediana del tamafio de los
grupos es 46. Aun cuando en este conjunto de datos hay dos observaciones cuyo valor es 46, al poner las
observaciones en orden ascendente se toman en consideracién todas las observaciones.

Suponga que también desea calcular la mediana del salario inicial de los 12 recién egresados de la carrera de
administracion de la tabla 3.1. Primero ordena los datos de menor a mayor.

3310 3355 3450 3480 3480 3490 3520 3540 3550 3650 3730 3925

o ——

Los dos valores

de en medio

Como n = 12 es par, se localizan los dos valores de enmedio: 3490 y 3520. La mediana es el promedio de
estos dos valores.

3490 + 3520 _
2

Mediana =

Aunque la media es la medida de localizacién central mas empleada, en algunas situaciones se prefiere la
mediana. A la media la influyen datos en extremo pequefios o considerablemente grandes. Por ejemplo,
suponga que uno de los recién graduados de la tabla 1 tuviera un salario inicial de $10 000 mensuales (quiza
su familia sea la duefia de la empresa). Si reemplaza el mayor sueldo inicial mensual de la tabla 3.1, $3925,
por $10000 y vuelve a calcular la media, la media muestral cambia de $3540 a $4046. Sin embargo, la mediana,
$3505, permanece igual ya que $3490 y $3520 siguen siendo los dos valores de en medio. Si hay algunos
sueldos demasiado altos, la mediana proporciona una medida de tendencia central mejor que la media. Al
generalizar lo anterior, es posible decir que cuando los datos contengan valores extremos, es preferible usar
a la mediana como medida de localizacién central.

MODA

La tercera medida de localizacién es la moda. La moda se define como sigue.

MODA

La moda es el valor que se presenta con mayor frecuencia.

Parailustrar como identificar a la moda, considere la muestra del tamafio de los cinco grupos de la universidad.
El Unico valor que se presenta mas de una vez es el 46. La frecuencia con que se presenta este valor es 2, por
lo que es el valor con mayor frecuencia, entonces es la moda. Para ver otro ejemplo, considere la muestra de
los sueldos iniciales de los recién egresados de la carrera de administracion. El Unico salario mensual inicial
que se presenta mas de una vez es $3480. Como este valor tiene la frecuencia mayor, es la moda.

Hay situaciones en que la frecuencia mayor se presenta con dos o mas valores distintos. Cuando esto ocurre
hay més de una moda. Si los datos contienen mas de una moda se dice que los datos son bimodales. Si
contienen mas de dos modas, son multimodales. En los casos multimodales casi nunca se da la moda, porque
dar tres o mas modas no resulta de mucha ayuda para describir la localizacion de los datos.

PERCENTILES

Un percentil aporta informacidn acerca de la dispersion de los datos en el intervalo que va del menor al mayor
valor de los datos. En los conjuntos de datos que no tienen muchos valores repetidos, el percentil p divide a
los datos en dos partes. Cerca de p por ciento de las observaciones tienen valores menores que el percentil p
y aproximadamente (100 — p) por ciento de las observaciones tienen valores mayores que el percentil p. El
percentil p se define como sigue:
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PERCENTIL

El percentil p es un valor tal que por lo menos p por ciento de las observaciones son
menores o iguales que este valor y por lo menos (100 — p) por ciento de las observaciones
son mayores o iguales que este valor.

Las puntuaciones en los exdmenes de admision de escuelas y universidades se suelen dar en términos de
percentiles. Por ejemplo, suponga que un estudiante obtiene 54 puntos en la parte verbal del examen de
admisién. Esto no dice mucho acerca de este estudiante en relacidn con los demas estudiantes que realizaron
el examen. Sin embargo, si esta puntuacion corresponde al percentil 70, entonces 70% de los estudiantes
obtuvieron una puntuacién menor a la de dicho estudiante y 30% de los estudiantes obtuvieron una
puntuacién mayor.

Para calcular el percentil p se emplea el procedimiento siguiente.

CALCULO DEL PERCENTIL p

Paso 1. Ordenar los datos de menor a mayor (colocar los datos en orden ascendente).
Paso 2. Calcular el indice i
= (L)n
100

donde p es el percentil deseado y n es el nimero de observaciones.

Paso 3. (a) Siino es un nitmero entero, debe redondearlo. El primer entero mayor que
i denota la posicién del percentil p.
(b) Siies unmiimero entero, el percentil p es el promedio de los valores en las
posiciones i e i + 1.

Para ilustrar el empleo de este procedimiento, determine el percentil 85 en los sueldos mensuales iniciales de

la tabla 1.

Paso 1. Ordenar los datos de menor a mayor
3310 3355 3450 3480 3480 3490 3520 3540 3550 3650 3730 3925

Paso 2.

i= (L)n = (ﬁ)lz = 10.2
100, 100

Paso 3.Como i no es un numero entero, se debe redondear. La posicidn del percentil 85 es el primer entero
mayor que 10.2, es la posicion 11.

Observe ahora los datos, entonces el percentil 85 es el dato en la posicion 11, o sea 3730.

Para ampliar la formacidn en el uso de este procedimiento, calculara el percentil 50 en los sueldos mensuales
iniciales. Al aplicar el paso 2 obtiene.
. ' 50
= (22 =
100

Como i es un numero entero, de acuerdo con el paso 3 b) el percentil 50 es el promedio de los valores de los
datos que se encuentran en las posiciones seis y siete; de manera que el percentil 50 es (3490 + 3520)/2 =
3505. Observe que el percentil 50 coincide con la mediana.
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CUARTILES

Con frecuencia es conveniente dividir los datos en cuatro partes; asi, cada parte contiene una cuarta parte o
25% de las observaciones. En la figura 1 se muestra una distribucion de datos dividida en cuatro partes. A los
puntos de divisidn se les conoce como cuartiles y estan definidos como sigue:

Figura 1. LOCALIZACION DE LOS CUARTILES

Q (03 Qs
Primer cuartil Segundo cuartil Tercer cuartil
(percentil 25) (percentil 50) (percentil 75)

Q, = primer cuartil, o percentil 25

0, = segundo cuartil, o percentil 50
Q, = tercer cuartil, o percentil 75

Una vez mas se ordenan los sueldos iniciales de menor a mayor. Q,, el segundo cuartil (la mediana), ya se
tiene identificado, es 3505.

3310 3355 3450 3480 3480 3490 3520 3540 3550 3650 3730 3925

Para calcular los cuartiles Q; y Q3 use la regla para hallar el percentil 25 y el percentil 75. A continuacion se
presentan estos calculos.

Para hallar Q;:

= (i) = ()12 =3

"= {100/" T 100/ ™ -
Como i es un entero, el paso 3 b) indica que el primer cuartil, o el percentil 25, es el promedio del tercer y
cuarto valores de los datos; esto es: Q; = (3450 + 3480)/2 = 3465.
Para Hallar Q5:

- (L)n - (7—’)12 -9
100 100

Como i es un entero, el paso 3 b) indica que el tercer cuartil, o el percentil 75, es el promedio del noveno y
décimo valores de los datos; esto es: Q3 = (3550 + 3650)/2 = 3600.

Los cuartiles dividen los datos de los sueldos iniciales en cuatro partes y cada parte contiene 25% de las
observaciones.

3310 3355 3450 | 3480 3480 3490 | 3520 3540 3550 | 3650 3730 3925

Q, = 3465 0, = 3505 0, = 3600
(Mediana)
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EJERCICIOS
1. Losvalores de los datos en una muestra son 10, 20, 12, 17 y 16. Calcule la media y la mediana.
2. Los datos en una muestra son 10, 20, 21, 17, 16 y 25. Calcule la media y la mediana.
3. Losvalores en una muestra son 27, 25, 20, 15, 30, 34, 28 y 25. Calcule los percentiles 20, 25, 65y 75.
4. Una muestra tiene los valores 53, 55, 70, 58, 64, 57, 53, 69, 57, 68 y 53. Calcule la media, la medianay

la moda. Calcule los percentiles 20, 65 y los cuartiles 1, 2, y 3.
MEDIDAS DE VARIABILIDAD

Ademas de las medidas de localizacidn, suele ser Util considerar las medidas de variabilidad o de dispersion.
Suponga que usted es el encargado de compras de una empresa grande y que con regularidad envia érdenes
de compra a dos proveedores. Después de algunos meses de operacidn, se percata de que el numero
promedio de dias que ambos proveedores requieren para surtir una orden es 10 dias. En la figura 2 se
presentan los histogramas que muestran el nimero de dias que cada uno de los proveedores necesita para
surtir una orden. Aunque en ambos casos este numero promedio de dias es 10 dias, émuestran los dos
proveedores el mismo grado de confiabilidad en términos de tiempos para surtir los productos? Observe la
dispersion, o variabilidad, de estos tiempos en ambos histogramas. ¢ Qué proveedor preferiria usted?

Figura 2. DATOS HISTORICOS QUE MUESTRAN EL NUMERO DE DIAS REQUERIDOS PARA COMPLETAR UNA
ORDEN

05 — 05+
= 04 — = 041
= Dawson = 1. C. Clark
=] & . .
= Supply. Inc. = Distributors
z L ' 2 L
503 =03
= =
E 2
202 g 02
g g
= =
0.1 ’— 0.1 ’_‘
9 10 11 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Niimero de dias laborables Niimero de dias laborables

Para la mayoria de las empresas es importante recibir a tiempo los materiales que necesitan para sus procesos.
En el caso de J. C. Clark Distributor’s sus tiempos de entrega, de siete u ocho dias, parecen muy aceptables;
sin embargo, sus pocos tiempos de entrega de 13 a 15 dias resultan desastrosos en términos de mantener
ocupada a la fuerza de trabajo y de cumplir con el plan de produccidn. Este ejemplo ilustra una situacién en
que la variabilidad en los tiempos de entrega puede ser la consideracion mds importante en la eleccién de un
proveedor. Para la mayor parte de los encargados de compras, la poca variabilidad que muestra en los tiempos
de entrega de Dawson Supply, Inc. hara de esta empresa el proveedor preferido.

Ahora mostramos el estudio de algunas de las medidas de variabilidad mas usadas.
RANGO

La medida de variabilidad mas sencilla es el rango.

RANGO

Rango = Valor mayor — Valor menor

De regreso a los datos de la tabla 1 sobre sueldos iniciales de los recién egresados de la carrera de
administracion, el mayor sueldo inicial es 3925 y el menor 3310. El rango es 3925 — 3310 = 615.
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VARIANZA

La varianza es una medida de variabilidad que utiliza todos los datos. La varianza esta basada en la diferencia
entre el valor de cada observacion (x;) y la media. A la diferencia entre cada valor x; y la media (X cuando se
trata de una muestra, u cuando se trata de una poblacién) se le llama desviacién respecto de la media. Si se
trata de una muestra, una desviacion respecto de la media se escribe (x; — X), y si se trata de una poblacién
se escribe (x; — X) Para calcular la varianza, estas desviaciones respecto de la media se elevan al cuadrado.

Si los datos son de una poblacién, el promedio de estas desviaciones elevadas al cuadrado es la varianza
poblacional. La varianza poblacional se denota con la letra griega ¢2. En una poblacién en la que hay N
observaciones y la media poblacional es y, la varianza poblacional se define como sigue.

VARIANZA POBLACIONAL

» 2x,—p’
JT = —
x N

En la mayor parte de las aplicaciones de la estadistica, los datos a analizar provienen de una muestra. Cuando
se calcula la varianza muestral, lo que interesa es estimar la varianza poblacional 2 . Es posible demostrar
que si la suma de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media se divide entre n — 1, en lugar de
entre n, la varianza muestral que se obtiene constituye un estimador no sesgado de la varianza poblacional.
Por esta razén, la varianza muestral, que se denota por 52, se define como sigue.

VARIANZA MUESTRAL

—»
XY
S- -—-—

==

Para ilustrar el calculo de la varianza muestral, se emplean los datos de los tamafios de cinco grupos de una
universidad, presentados en la seccidn anterior. En la tabla 2 aparece un resumen de los datos con el calculo
de las desviaciones respecto de la media y de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media:

Tabla 2. CALCULO DE LAS DESVIACIONES Y DE LOS CUADRADOS DE LAS DESVIACIONES RESPECTO DE LA MEDIA
EMPLEANDO LOS DATOS DE LOS TAMANOS DE CINCO GRUPOS DE ESTADOUNIDENSES

Niimero de Nimero promedio  Desviacion respecto Cuadrado de la desviacién
estudiantes en de alumnos a la media respecto de la media
un grupo (x;) en un grupo (x) (x; — X) (x; — %)
46 44 2 4
54 4 10 100
42 44 =2 4
46 44 2 4
32 44 -12 144
0 256
2(x, — %) S(x, — 3

La suma de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media es X(x; — ¥)? = 256. Por tanto, siendo
n — 1 = 4, la varianza muestral es

Antes de continuar, hay que hacer notar que las unidades correspondientes a la varianza muestral suelen
causar confusién. Como los valores que se suman para calcular la varianza, (x; — X)?, estan elevados al
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cuadrado, las unidades correspondientes a la varianza muestral también estan elevadas al cuadrado. Por
ejemplo, la varianza muestral en los datos de la cantidad de alumnos en los grupos es s? = 64
(estudiantes)?. Las unidades al cuadrado de la varianza dificultan la comprensién e interpretacién intuitiva
de los valores numéricos de la varianza. Aqui lo recomendable es entender la varianza como una medida util
para comparar la variabilidad de dos o mas variables. Al comparar variables, la que tiene la varianza mayor,
muestra mas variabilidad. Otra interpretacién del valor de la varianza suele ser innecesaria.

DESVIACION ESTANDAR

La desviacidn estandar se define como la raiz cuadrada positiva de la varianza. Continuando con la notacion
adoptada para la varianza muestral y para la varianza poblacional, se emplea s para denotar la desviacidon
estandar muestral y opara denotar la desviacion estandar poblacional. La desviacién estandar se obtiene de
la varianza como sigue.

DESVIACION ESTANDAR

2

Desviacion estdndar muestral = s = Vs

Desviacion estdndar poblacional = 0 = Vo~

Recuerde que la varianza muestral para los tamafios de cinco grupos de una universidad es s = 64. Por tanto,
la desviacion estandar muestral es s = v64 = 8.

¢Qué se gana con convertir la varianza en la correspondiente desviacién estandar? Recuerde que en la
varianza las unidades estan elevadas al cuadrado. Por ejemplo, la varianza muestral de los datos de los sueldos
iniciales de los egresados de administracién es s? = 27,440.91 (dé6lares)?. Como la desviacién estandar es
la raiz cuadrada de la varianza, las unidades de la varianza, ddlares al cuadrado, se convierten en délares en
la desviacién estandar. Por tanto, la desviacién estandar de los sueldos iniciales es $165.65. En otras palabras,
la desviacion estandar se mide en las mismas unidades que los datos originales. Por esta razén es mas facil
comparar la desviacidn estandar con la media y con otros estadisticos que se miden en las mismas unidades
que los datos originales.

EJERCICIOS

1. Considere una muestra que tiene como valores 10, 20, 12, 17 y 16. Calcule la varianza y la desviacion
estandar.

2. Considere una muestra con valores 27, 25, 0, 15, 30, 34, 28 y 25. Calcule el rango, la varianza y la
desviacion estandar.

ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA
Desarrollar los siguientes ejercicios aplicando lo explicado en la guia.

1. En una prueba sobre consumo de gasolina se examinaron a 13 automdviles en un recorrido de 100
millas, tanto en ciudad como en carretera. Se obtuvieron los datos siguientes de rendimiento en
millas por galon.

Ciudad: 162 167 159 144 132 153 168 160 16.1 153 15.
Carretera: 194 206 183 186 192 174 172 186 190 21.1 1

Use la media, la mediana y la moda para indicar cual es la diferencia en el consumo entre ciudad y
carretera.

2. Enunainvestigacion hecha por la Asociacion Estadounidense de Hospitales se encontré que la mayor
parte de las salas de emergencias de los hospitales estaban operando a toda su capacidad (Associated
Press, 9 de abril de 2002). En esta investigacion se reunieron datos de los tiempos de espera en las
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salas de emergencias de hospitales donde éstas operaban a toda su capacidad y de hospitales en que
operan de manera equilibrada y rara vez manejan toda su capacidad.

Tiempos de espera para las Tiempos de espera para las

SE en hospitales a toda capacidad SE en hospitales en equilibrio
87 59 60 39
80 110 54 32
47 83 18 56
73 79 29 26
50 50 45 37
93 66 34 38
72 115

a. Calcule la media y la mediana de estos tiempos de espera en los hospitales a toda capacidad.

b. Calcule la media y la mediana de estos tiempos de espera en los hospitales en equilibrio.
Con base en estos resultados, éiqué observa acerca de los tiempos de espera para las salas de
emergencia? ¢Preocuparan a la Asociacion Estadounidense de Hospitales los resultados
estadisticos encontrados aqui?

3. ¢Como estan los costos de abarrotes en el pais? A partir de una canasta alimenticia de 10 articulos entre
los que se encuentran carne, leche, pan, huevos, café, papas, cereal y jugo de naranja, la revista Where
to Retire calculd el costo de la canasta alimenticia en seis ciudades y en seis zonas con personas jubiladas
en todo el pais (Where to Retire noviembre/diciembre de 2003). Los datos encontrados, al délar mas
cercano, se presentan a continuacion.

Ciudad Costo Zona de jubilados Costo
Buffalo, NY $33 Biloxi-Gulfport, MS $29
Des Moines, IA 27 Asheville, NC 32
Hartford, CT 32 Flagstaff, AZ 32
Los Angeles. CA 38 Hilton Head, SC 34
Miami, FL 36 Fort Myers, FL 34
Pittsburgh, PA 32 Santa Fe. NM 31

a. Calcule la media, varianza y desviacidn estandar de las ciudades y de las zonas de jubilados.
b. ¢Qué observaciones puede hacer con base en estas dos muestras?
4. Las puntuaciones de un jugador de golf en el 2005 y 2006 son las siguientes:

2005 74 78 79 77 75 73 75 77
2006 71 70 75 77 85 80 71 79

a. Usela mediay la desviacidn estandar para evaluar a este jugador de golf en estos dos afios.
¢Cudl es la principal diferencia en su desempefio en estos dos afios? ¢Se puede ver algin progreso
en sus puntuaciones del 20067, ¢cual?

SALIDA. Evaluacion, refuerzo o planes de mejoramiento.

HETEROEVALUACION: Cada una de las actividades realizadas tendra su
respectiva calificacidon. Se tendrd en cuenta, la participacidn y la calidad de
los trabajos.

AUTOEVALUACION: Marca con una X la valoracién que crees merecer.
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CRITERIO

Dedico el tiempo suficiente para la preparacién de
las actividades y evaluaciones

Contribuyo con mi buen comportamiento en el
desarrollo de las clases.

Busco asesoria de compafieros o docente cuando
me surgen duras en el proceso de aprendizaje.

Asumo con responsabilidad el desarrollo de las
actividades de clase cuando trabajo en forma
individual o en grupo.

Llevo mis apuntes en el cuaderno de forma clara y
ordenada.

Asisto puntualmente a clase de acuerdo con los
horarios establecidos.

Presento oportunamente mis trabajos y tareas
acuerdo con las fechas establecidas.

Participo activamente en clase contribuyendo al
buen desarrollo de la misma.

Presento los materiales necesarios para el
desarrollo de la clase haciendo buen uso de los
mismos.

Aprovecho los espacios de refuerzo y recuperacién,
para mejorar mis desempeiios.

COEVALUACION: Cada estudiante socializa en plenaria las valoraciones de la
auto-evaluacién. Los compaieros participan con mucho respeto para
manifestar si esas valoraciones corresponden o no a la realidad y hacer los

ajustes del caso.



